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Peçam instruções para o seu emprêgo 
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Aparelhos de protecção «THYRITE» contra sobretensões 


Motores e dínamos. Alfternadores. Transformadores. Aparelhos para alta e baixa tensão. 
Centrais termo e hidroeléciricas. Instalações para melhorar o factor potência. Tracção eléctrica. 
Máquinas, Transformadores e Electrodos para soldadura eléctrica. Fornos eléctricos. Áutomo- 
toras eléctricas e Diesel-Eléctricas. Turbinas de vapor. Aparelhos de iluminação. Instrumentos 
de medida. Condutores eléctricos. Electrificação de fábricas. Comandos eléctricos especiais 
para fábricas téxteis, fábricas de papel, etc. Máquinas frigoríficas. Emissores e receptores 


para T. S. F. Aparelhagem de Electro- Medicina. Instalações de Som. 
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NESTES TEMPOS DIFÍCEIS 


são irregulares e obtidas com muitos esforços as remessas de 
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Até que a normalidade volte, há que com- 
prar a ferramenta de trabalho ou o objecto 


útil antes que se esgotem; é essencial 
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ANO XX-N.º 151 


DEZEMBRO 1944 


A TÉCNICA, A ECONOMIA E O PROGRESSO 


dade humana 


Ao iniciarmos nesta revista a publicação de artigos versando 
assuntos de carácter geral tivemos nitidamente a consciência das 
dificuldades que haveríamos de vencer para conseguir dar-lhe 
sequência durante um período suficientemente largo. À verdade é 
que contamos já com várias promessas de colaboração, mas, como 
geralmente acontece, os multiplos afazeres de tôdas as pessoas que 
assim se prestaram amavelmente a colaborar nesta tarefa que se 
classificou de urgentissima, não lhes permitiram por enquanto 
distrair déles as suas atenções. 

Não queremos, no entanto, interrom per apenas por um numero, 
a série iniciada para não introduzir uma descontinuidade, de 
influências bastante desagradáveis, objectiva e subjectivamente. 

Procura-se, como já foi notado, focar questões consideradas 
de importância fundamental para a vida profisssional do enge- 
nheiro, diferentes das que nos são ensinadas nas Escolas, de 
carácter puramente técnico (se é que na realidade a técnica se 
pode limitar taxativamente ). 

Em fase da crise geral a que vimos assistindo, indicação 
insofismavel da falência de sistemas, ou simultâneamente de sis- 
temas e homens, a técnica, para ter um desenvolvimento verdadei- 
ramente útil e de interêsse social, carece de uma orientação cons- 
ciente. Não quere isto dizer que se lhe procure limitar o âmbito 
de trabalho — todo o progresso é susceptível dum bom aprovei- 
tamento — nem que se procure impor-lhe um campo de variação 
demasiado estreito, antes se deve basear nessa orientação um tra- 
balho conduzido com uma visão bastante larga e que não se con- 
tenha num campo exclusivista como tantas vezes se situa. 

Várias vezes se tem tratado déstes problemas entre nos e lá 
fora. Em relação a êles, achâmos de grande interésse apresentar 
um extracto duma conferência realizada o ano passado em 
Espanha pelo engenheiro Miguel Garau, de oportunidade não 
deminuida, e que foi publicada na revista Dyna. O seu eco chegou 
à Argentina, tendo sido completamente reproduzida no órgão oficial 
do Centro de Engenheiros de Cordova «El Ingeniero». É desne- 
cessário, pois, insistir na importância do que a seguir se transcreve. 


A Técnica e o desenvolvimento da colectivi- políticos, os literários, etc., e não é menos 


certo que em todos éles exerceu grande 
influência o desenvolviménto que ia adqui- 


E indubitável que no desenvolvimento da 
colectividade humana interveio grande 

EA * * * 
número de factores da maior diversidade, 
como são os religiosos, os filosóficos, os 


rindo a técnica da produção, podendo afir- 
mar-se que esta constitue uma das princi- 
cipais bases em que se apoia a civilização. 
Para convencer-nos do facto basta citar 
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apenas um dos seus produtos, como é a 
invenção da imprensa, 

Se o propósito da civilização não é o 
progresso das ciências e das máquinas, 
mas sim o progresso do homem, e para 
que éste possa progredir é preciso satisfazer 
as suas necessidades crescentes, tanto de 
ordem material como espiritual, e se tanto 
as primeiras como as segundas só podem 
ser satisfeitas através de objectos materiais, 
é indispensável uma produção crescente 
para o desenvolvimento conveniente da 
humanidade, 

E por éste motivo que a técnica da 
produção deve figurar no primeiro plano 
da nossa atenção porque constitue a 
base do edifício que nos propomos le- 
vantar. 

Porém esta base tem de ser tul que exige 
à técnica da produção várias condições, 
sendo a primeira delas que essa produção 
seja obtida de forma económica, isto é, com 
o mínimo custo, ou seja, com o mínimo 
estórço humano, condição que será de- 
monstrada com maior amplitude mais 
adiante. 

Cada uma destas fases tem exigido orga- 
nizações sociais e políticas distintas e na 
sua evolução converteram o homem, de um 
ser independente em relação aos seus seme- 
lhantes e escravo em relação à natureza, 
num ser quási senhor desta e cada vez 
com menos liberdade em relação aos demais 
homens. E sob o ponto de vista económico, 
de um ser autárquico em outro que já não 
pode bastar-se a si mesmo. 


Objecto e meios da técnica 


À técnica exige-se a obtenção da produ- 
ção com o mínimo custo, sem pensar em 
nenhuma consideração de ordem económica, 
mas sim com o objectivo de que a necessi- 
dade de trabalhar para viver seja cada vez 
menos custosa e o homem se possa ir eman- 
cipando do seu trabalho físico ao mesmo 
tempo que intensifica o seu trabalho inte- 
lectual, E esta uma condição precisa desde 
o momento em que aquela perfeição espi- 
ritual que procuramos, esteja em relação 
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inversa com o tempo que dedicamos à produ- 
ção dos bens materiais que as nossas neces- 
sidades crescentes exigem. 


À técnica filha do cérebro 


Por ser a técnica filha do cérebro, é êste 
o maior capital que possuímos; é o campo 

mais fértil de todos os que se nos oferecem 
para aplicar com fruto o nosso trabalho, 
por cujo motivo creio que constitue um 
grande êrro considerar que o dinheiro e o 
tempo invertido na construção ou perfeição 
duma máquina rende, sob o ponto de vista 
económico-social muito mais que o inver- 
tido em aperfeiçoar um espírito ou um 
cérebro. | isto é asssim porquanto tôdas 
as riquezas que podemos obter mediante o 
uso da máquina, se malogram quando não 
as sabemos usar devidamente. A maior 
parte das máquinas do mundo inteiro, dedi- 
cadas hoje em dia para matar e destruir, é 
uma boa prova do que se afirma. 


Perigos do desequilíbrio entre o progresso 
técnico e cultural 


Para que a técnica possa proporcionar- 
-nos os frutos devidos é preciso que a colec- 
tividade possua um grau suficiente de cul- 
tura e moral e, como consegiiência disso, 
qualquer incremento no progresso técnico 
deve ser precedido por maiores progressos 
em tódas as demais ordens. Por isto, o pro- 
gresso científico e técnico apresentam-nos a 
sua parte boa e a sua parte má, o seu pró 
e o seu contra, pelo que, ao dizer que ésse 
progresso técnico constitue uma das bases 
da civilização, temos de entender que é 
absolutamente necessário, mas não suficiente 
e que representará para a humanidade um 
grande benefício sómente no caso em que a re- 
ligião, a moral e a cultura geral nos ponham 
em condições apropriadas para o receber, 

À excessiva atenção que os nossos ante- 
passados puseram nos problemas da técnica 
e da produção, em relação à perfeição espi- 
ritual dos povos, trouxe-nos a série de des- 
graças que estamos sofrendo, 


Papel da técnica na civilização 


Fica bem definido o papel que a técnica 
desempenha na civilização; por um lado 
proporciona-nos os materiais necessários 
para a satisfação das nossas crescentes ne- 
cessidades e, por outro, põe cada vez maior 
quantidade de tempo à nossa disposição para 
que o possamos dedicar à perfeição do homem, 
considerando o primeiro aspecto como um 
meio para alcançar o fim anteriormente in- 
dicado. Por êste motivo, se pedimos à técnica 
cada vez uma maior quantidade de produ- 
ção e menos trabalho humano, não é para 
que nos permitamos folgar e embrutecer- 
-nos, mas sim para que possamos adquirir 
maior cultura e contribuir para o progresso 
em tôdas as demais ordens. O indivíduo 
que logrou emancipar-se da necessidade de 
trabalhar para viver, e mais ainda aquéle 
que nasceu com êste privilégio e não utilize 
o seu tempo disponível no sentido anterior- 
mente indicado, deixa de cumprir um dos 
seus deveres para com a Humanidade. «Es- 
tamos longe — diz Carrel — de ter resolvido 
êste importantíssimo problema da falta de 
ocupação criado pela prosperidade, a má- 
quina moderna ou o desemprêgo. Impondo 
ao homem a desocupação, a civilização 
científica causou-lhe um gravíssimo dano. 
Somos incapazes de lutar contra as conse- 
quências da indolência e da irresponsabili- 
dade, como somos incapazes de lutar contra 
o cancro e as doenças mentais», 


Desprêzo pela ciência económica 


Temos lido e ouvido uma infinidade de 
vezes que o fenómeno económico escapa a 
tôóda a investigação, porque tem por base o 
factor psicológico, manifestando-se êste com 
tal anarquia que não existe a possibilidade 
de encontrar a lei que o regula. Como con- 
sequência desta afirmação, em lugar de in- 
vestigar as verdadeiras leis económicas, con- 
feccionou-se uma série de doutrinas que 
constituem hoje a maior parte dos conheci- 
mentos que compreende a chamada Econo- 
mia Política, abundando até agora o critério 
dos fisiocratas expresso na célebre frase 


«laisser faire, laisser passer». Negou-se a 
esta ciência económica a existência de leis 
naturais e portanto universais, e desvion-se 
a atenção dos investigadores para o empi- 
rismo, sendo produto dêste a maior parte 
de sistemas que, havendo sido considerados 
por algum tempo como infalíveis, nos coube 
a desgraça de os ter visto fracassar um por 
um. Não obstante, não devemos levar o pês- 
simismo até ao extremo de considerar inútil 
todo o trabalho a favor desta ciência, mas 
sim, pelo contrário, os progressos consegui- 
dos nos últimos tempos têm sido de consi- 
derar e, graças a êles, possuímos sólidas bases 
para levantar êste edifício. Porém, falta-nos 
uma técnica econômica que nos permita 
obter a utilidade devida ao esfórço utili- 
zado. 

Cremos que entre esta e as demais cién- 
cias não existe a diferença que alguns su- 
põem, pelo que o método para a sua inves- 
tigação e estudo não tem nenhuma necessi- 
dade de sair das normas gerais aplicadas a 
outros campos com brilhantes êxitos. Os 
fenómenos físicos, químicos e mecânicos, por 
exemplo, produzem-se sem excepção sob a 
influência de certas leis universais, cujo es- 
tudo constitue o objecto das respectivas 
ciências. Teoricamente aquêles fenómenos 
teriam que desenvolver-se seguindo exacta- 
mente a respectiva lei, mas na realidade 
isso não acontece em virtude da acção de 
outras causas perturbadoras, cuja influência 
se traduz num desvio da trajectória deter- 
minada pela lei natural, 


o VE RE IC ANT O E TA Do TOS DA DD O TR TR VE TR RO SRT 


Pois bem, aos fenómenos económicos acon- 
tece exactamente o mesmo, todos seguem a 
sua lei natural e todos estão submetidos à 
influência de causas perturbadoras, com a 
única diferença de que, em geral, no campo 
da Economia a influência dêste factor per- 
turbador é tão grande que muitas vezes nos 
oculta por completo as condições da lei 
natural, 


Métodos da ciência económica 


Nesta como em tódas as ciências sómente 
existem dois métodos para o seu estudo e 
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investigação: o dedntivo e o indutivo. Éste 
último aplicado brilhantemente na maioria 
delas, proporciona-nos para a Economia 
resultados muito confusos e progressos muito 
lentos, devido principalmente à dificuldade 
de poder reproduzir os fenómenos que se 
nos apresentam. 

Para conseguir vislumbrar uma tendência 
necessitam- se estudos que duram dezenas de 
anos e nem sempre se consegue o resultado 
desejado. E sendo a principal base do mé- 
todo indutivo a Estatística, resulta perigo- 
síssima a interpretação dos seus resultados, 
porque neles está sempre incluída a influén- 
cia exercida pelo factor perturbador. 


À técnica e a economia 


Se a técnica da produção tem por objec- 
tivo proporcionar-nos cada vez maior quan- 
tidade de bens conseguidos com menos tra- 
balho humano, a Economia há-de ensinar-nos 
a realizar a sua distribuição equitativa, e 
por ser a sua utilização o objectivo que além 
daquele desejamos atingir, é evidente que 
se devem evitar as perdas que suporia 
a não utilização dêsses bens, pelo que, o pri- 
meiro princípio económico, que podemos 
considerar como fundamental, e que pela 
sua evidência constitue antes um axioma, é 
a igualdade entre a produção e o consumo, 
A dedução diz-nos que esta igualdade deve 
existir; à indução demonstrou-nos que não 
existe. À Iiconomia dirigida deve orientar- 
-se para destruir todos os obstáculos que se 
opõem à verificação da igualdade citada. 
Para produzir necessita-se de tempo, do 
mesmo modo que para consumir. Se a pro- 
dução tem de ir aumentando ao mesmo 
tempo que o seu consumo, é preciso que na 
primeira se inverta cada vez menos tempo 
a-fim-de a humanidade dispor cada vez 
mais dêle para o dedicar ao consumo. Com 
efeito, possuem maior capacidade de con- 
sumo aquéles que menos tempo têm de dedi- 
car ao trabalho para viver e, pelo contrário, 
têm uma capacidade de consumo ínfima os 
indivíduos que dedicam a maior parte do 
seu tempo aos afazeres da produção. É fre- 
quente entre profissionais e homens de negó- 


TECNICA 
50 


clos onvir as seguintes exclamações: não 
tenho tempo para ler, para estudar, para ir 
aos concertos, para viajar, etc. 

Temos visto como, sem sairmos do campo 
da Iiconomia, se chega à mesma conclusão 
assinalada anteriormente, ou seja, para 
conseguir o desenvolvimento do progresso 
geral é preciso que a técnica nos propor- 
cione o meio de deminuir o tempo de traba- 
lho dedicado à produção, procurando assim 
aumentar o disponível para o consumo, com 
o que a Economia tem cumprida a sua missão. 
Do modo de ntilizar aquéle tempo destinado 
ao consumo depende tudo o mais, especial- 
mente a orientação da humanidade para o ma- 
terialismo que origina a sua decadência on 
para o espiritualismo que a eleva. 

A realidade demonstrou completamente 
a missão cumprida pela técnica que per- 
mitiu reduzir o trabalho em geral às 8 horas 
diárias como máximo e sem dúvida alguma 
ter-se-ia podido reduzir mais ainda, se a 
técnica económica tivesse dado o seu má- 
ximo rendimento e a produção tivesse 
alcançado a devida utilidade. 

Baseando-nos naquela igualdade entre a 
produção e o consumo, vimos que para a 
realizar é indispensável a técnica da produ- 
ção conseguir aumentos constantes daquela, 
invertendo menor quantidade de trabalho 
humano, o que equivale a uma redução 
constante do preço de custo. lista redução 
é, pois, fundamental para conseguir riqueza, 
e por êste motivo contribue mais o técnico, 
que consegue deminuir o citado custo da pro- 
dução, no progresso, sob todos os aspectos, 
que qualquer combinação financeira com o 
fim de conseguir variações no preço de 
venda; assim como também contribue 
aquéle muito mais em conseguir grande 
solidez para a economia nacional e para a 
estabilização da divisa que todos os recur- 
sos que a aplicação da economia dirigida 
nos pode proporcionar. 


As leis económicas opõem-se aos avanços 
muito rápidos do progresso material 


E já do domínio geral que qualquer 
incremento do progresso técnico deixa, de 


momento, braços à produção, e não é menos 
certo que, em geral, o mesmo progresso cria 
mais possibilidades de ocupação; o facto, 
ao mesmo tempo que permite absorver a 
mão de obra eliminada da produção, torna 
possível a entrada na mesma daquela que 
os aumentos da população vão criando. 

Em virtude dêste programa produzem-se 
trocas de mão de obra de umas para outras 
actividades que, senuma economia estacioná- 
ria poderiam desaparecer, numa economia 
progressiva são inevitáveis. Estas correntes 
são formadas pelosindivíduos desempregados 
cujo número seria mínimo, mas nunca nulo, 
num sistema económico que pudesse desen- 
volver-se sem nenhum obstáculo. Haverá 
que contar-se, pois, sempre com elas e dar- 
-lhes a solução devida, fácil de encontrar se 
tivermos em conta que não se trata de um 
problema de trabalho mas sim doutro de 
consumo, 

Estas correntes de mão de obra que se 
transportam de um lugar para outro encon- 
tram-se com diversos obstáculos; uns, 
entram na categoria de fôrças perturbadoras, 
como são a especialidade, os idiomas, a 
ignorância, a falta de meios económicos 
para suportar os gastos que ocasionam, 
assim como também as medidas proibitivas 
decretadas por algumas nações; outros, 
são conseqiiência da lei natural cuja causa 
é a inércia própria das massas que se põem 
em movimento. 

Em relação aos primeiros, com uma 
inteligente política de economia dirigida 
pode conseguir-se reduzi-los ao mínimo. 
Quanto mais acelerado fôr o progresso 
técnico, maiores serão aquelas correntes e 
maiores também as massas postas em movi- 
mento, assim como as fôrças de inércia que 
se terão de vencer. Como consegiiência, 
levará mais tempo o desempregado em 
normalizar a sua situação, resultando que 
se as acelerações do progresso material são 
demasiado rápidas em relação às menciona- 
das fórças de inércia a vencer, o desemprêgo 
aumenta e os benefícios que esperávamos 
dêsse progresso convertem-se em prejuízos. 

Por êste motivo não é de estranhar que os 
indivíduos arrastados por aquelas correntes 
maldigam as máquinas, visto que éles são 


incapazes de distinguir a diferença exis- 
tente entre o progresso técnico que cons- 
titue a base para o nosso desenvolvimento 
e a sua aceleração demasiado rápida, ou 
seja, o excesso de maquinismo, que nos 
produz as indicadas perturbações cujas 
vítimas mais imediatas são os trabalhadores 
de tôdas as profissões. 

Vemos, pois, como as acelerações do pro- 
gresso técnico têm um limite imposto pelas 
próprias leis económicas naturais e, como 
conseqiiência, o perigo existente num excesso 
de egoísmo que nos conduza a capita- 
lizações intensas, As leis naturais estão 
dispostas de tal maneira que, se por um 
lado nos levam a conseguir constantes 
progressos na técnica da produção, opõem- 
-se por outro a que estes se realizem com 
excessiva rapidez, Podemos aplicar aqui 
aquêle ditado que nos adverte: «não é 
por muito madrugar que amanhece mais 
cedo», 


Razões que se opõem ao progresso cultural 


Também, sem sairmos do campo da 
economia, podemos descobrir poderosas ra- 
zões que se opõem ao progresso cultural. 
Uma delas consiste no falso conceito que 
temos de capital. Desde pequenos nos 
inculcam a idéia, por nós transformada em 
crença, de que o bem-estar se adquire com 
dinheiro; e com o desejo legítimo de viver 
melhor, dedicamos todos os esforços para o 
conseguir. Naturalmente o dinheiro em 
si não é capaz de proporcionar outro prazer 
além de contemplá-lo aos que gostam dêle e, 
portanto, o verdadeiro bem-estar provém do 
que com êle se pode adquirir e disfrutar. 
Ensinaram-nos também que para melhorar 
a nossa posição é preciso converter aquéle 
dinheiro em valores de renda, o que equi- 
vale a contribuir para o sustentamento ou 
criação de actividades económicas, como 
fábricas, vias de comunicação, vivendas, 
minas, explorações agrícolas, etc. Quando se 
emprega para sustentar ou criar Universi- 
dades e outros centros de cultura, é consi- 
derado como um acto de altruísmo, porque 
Jimais ocorreu que destas aplicações possa 
resultar algum proveito. 
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Como -consegiiência, o mundo económico 
está organizado de tal forma que o único 
capital reprodutivo é o que representa 
elementos de produção material, tendo- 
-se negado ao homem tal condição, para 
o considerar uma mercadoria sujeita, 
como as demais, à lei da oferta e da 
procura, 

Qualquer emprêsa considera como obri- 
gatório e absolutamente natural atender à 
manutenção e amortização dos capitais ma- 
teriais que utiliza, anulando dêste modo 
o perigo do seu desaparecimento como con- 
segitência de acidente ou desgaste natural. 
Conduzem-se, pois, as emprêsas como se na 
sua actividade não contribuísse outro capi- 
tal além do mencionado, esquecendo-se por 
completo o capital humano que coopera no 
seu trabalho. Para êste não existem amortiza- 
ções, como se não estivesse exposto ao desa- 
parecimento pela morte. À sua amortização 
fica ao cuidado do próprio indivíduo, e 
como a maior parte das vezes os seus peque- 
nos ganhos não a permitem realizar, acaba 
por não ser devidamente atendida. Assim 
resulta que, realizando-se devidamente as 
amortizações do capital material, quando 
um elemento tem de ser substituído por 
outro como consegiiência do seu desgaste ou 
destruição, nem a emprêsa nem a colectivi- 
dade sofrem perda alguma; ao passo que ao 
morrer ou ficar inutilizado um produtor e 
ser substituído por outro, por não haver 
tido em conta aquela qualidade, se para a 
emprêsa não existe perda alguma, sofre-a 
evidentemente a colectividade. 

À consegiência do facto é, além disso, 
que o capital humano se acha em inferiori- 
dade de condições em relação ao capital 
material, e por éste motivo a tendência 
dirige-se sobretudo para éste último, pro- 
curando um maior rendimento, ficando por 
isso a formação do capital humano e o seu 
aperfeiçoamento sob a exclusiva influência 
do amor paterno, 
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Índices da riqueza colectiva 


E inútil que a estatística nos acuse cada 
vez mais aumentos de produção para deduzir 
que a nossa riqueza e bem-estar aumentam, 
Quando ela nos diga também o uso a que 
se destina, quere dizer, quando possa indi- 
car-nos o seu valor social, poderemos formar 
um juízo claro sôbre esta questão. E inútil 
também que o técnico se esforce para obter 
máquinas e produtos cada vez mais perfei- 
tos e económicos, se não tem a segurança 
de que serão destinados a usos convenientes. 
; Quantos esforços malogrados poderíamos 
registar como consegiiência duma má utili- 
zação dos bens conseguidos ? 

Soubemos criar o produtor, é tempo de 
nos preocuparmos de criar o bom consu- 
midor e para isso é preciso reforçar e orien- 
tar convenientemente a educação e a ins- 
trução, e considerar que são o lar, as escolas 
e as universidades as principalmente encar- 
regadas da formação dos consumidores que 
o desenvolvimento da civilização reclama, 
e as que em definitivo têm de procurar que 
todos aquêles produtos proporcionados pela 
técnica, adquiram o máximo valor social e 
se convertam em verdadeiros índices de 
riqueza. Se, como alguém disse, civilizar 
um povo é criar-lhe necessidades, será pre- 
ciso que estas sejam encaminhadas para o 
interêsse colectivo com o firme propósito de 
conseguir como único fim o aperfeiçoamento 
espiritual do homem. 

E por isso que, reflectindo sóbre os peca- 
dos cometidos, e dispostos a um sincero 
arrependimento com o desejo de ver restabe- 
lecida a paz a que todos aspiramos, será 
preciso as nações anteporem ao desejo da 
conquista de impérios que garantam a posse 
das matérias primas indispensáveis ao seu 
desenvolvimento industrial, a premente 
necessidade da conquista do Império da 
Cultura e da Moral, para o qual tódas 
possuem espaço vital mais que suficiente sem 
sair do perímetro geográfico que as limita, 


Problemas auxiliares no cálculo variacional 


Lugares geométricos generalizados 


Como é sabido, uma das maiores dificul- 
dades do problema variacional é a averigua- 
cão de existência dum lugar geométrico 
minimizante dum certo integral definido, 
mesmo no caso em que o problema é regular. 
Lembremo-nos, por exemplo, das vicis- 
situdes da análise de Riemann acérca do 
problema de Dirichlet. 

Uma das mais recentes e, talvez, a mais 
interessante maneira de obviar a essa dificul- 
dade, é o recurso aos lugares geométricos gene- 
ralizados, concebidos por L. C, Young (') e 
largamente tratados, principalmente por êle 
e por É. J. Me Shane (*). Não dispensa êsse 
recurso, pelo menos até agora, algumas res- 
trições (graves, já direi porquê) na natureza 
dos lugares generalizados. Mas, ocupando-se 
a análise de Young e Mc Shane de proble- 
mas a que poderemos chamar de primeira 
ordem, pode mostrar-se que, sem novas res- 
trições, a análise se generaliza a problemas 
de ordem superior. E êsse o intuito prin- 
cipal do meu dizer. 

Antes, porém, de definir o problema auxi- 
liar de Young e Me Shane, convém, talvez, 
advertir que êle é um caso particular dum 
problema auxiliar mais geral, que pode 
formular-se, porventura, noutros domínios, 
que não apenas nos do cálculo variacional. 

Em que consiste êsse problema geral? 
No seguinte: 

Uma funcional F (7) opera sôbre os 
elementos vz duma classe S. Procura-se o 
elemento x da classe que confere à funcional 
uma certa propriedade (por exemplo, a de 
ser mínima, e êsse é o problema do cálculo 
das variações). Para mostrar a existência 


(1) L. G. Young —I, II, He IV. 
(2) E. J. Me Shane — V, VI, VII e VIII 


pELO DOUTOR MIRA FERNANDES 


duma solução, amplia-se o domínio S da 
funcional, substituindo-o por uma classe S*, 
mais extensa que S e possuindo proprie- 
dades convenientes que a classe S não tinha. 
(No problema que vamos tratar convém que 
a classe S* seja totalmente compacta). 

Com essas propriedades de S*, mostra-se 
que existe um elemento x, de S* que confere 
à funcional F(x) a propriedade desejada. 
Determinam-se as condições necessárias a 
que há-de satisfazer x,, como consegiiência 
da propriedade possuída por F(x,). (Ser 
mínima, por exemplo). Formulando sôbre 
F(x) certas hipóteses, verifica-se que as 
referidas condições implicam que o ele- 
mento x, pertence, não só à classe genera- 
lizada S*, mas à classe primitiva S. 

Há aqui dois artifícios de estimativa, 
Primeiro, a substituição da classe S por 
outra mais ampla S*, onde o problema 
tenha uma solução determinável. Segundo, 
o condicionamento das propriedades de F (x) 
de modo tal que-a solução x,, em S*, per- 
tença a S. O êxito do processo depende da 
compatibilidade entre a primitiva amplia- 
ção da classe e o posterior condicionamento 
da funcional, 

Ora, pode acontecer que, para certos 
problemas, êste condicionamento conduza a 
soluções singulares. Por isso, eu acentuava 
há ponco, a gravidade do processo res- 
tritivo. 


Vejamos agora quais são os conceitos 
fundamentais que presidem à definição dos 
lugares geométricos generalizados. O pri- 
meiro é o conceito abstracto de seqiiência 
convergente, 

Como é sabido, os problemas mais simples 
do cálculo variacional, no caso de uma 
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linha ou no caso de uma superfície, têm em 
vista a determinação duma linha C, ou 
duma superfície S, pertencentes, cada uma 
delas, a uma certa classe e com certas con- 
dições de fronteira, de modo tal que uma 
dada funcional 


Le (= Se (xy, x,y) dt)O = x (1) 


J=y (tb) 


ou 


Ls (D)=/f. F(Z,Y,2,Ps; dx xdy(z=2(x,7) 


seja mínima. 

Com as definições ordinárias de conver- 
gência, estas funcionais são geralmente 
discontínuas; mesmo no problema regular, 
são apenas semi-contínuas. Convém, por 
isso, adoptar, no espaço das curvas O, ou 
das superfícies S, uma topologia que torne 
aquelas funcionais automiticamente con- 
tínuas e que, ao mesmo tempo, simplifique 
o mais possível o problema da determinação 
duma sucessão convergente minimizante, 
Isso pode conseguir-se, adverte Me Shane, 
dizendo que uma sucessão | 0,| de curvas 
e uma sucessão | S, | de superfícies, das clas- 
ses consideradas, são convergentes quando 
o fôrem as sucessões de números |Lc (f)| e 
Ls, (f)l, para cada função / duma certa 
classe, que é, nos problemas ordinários, a 
classe das funções contínuas. Estabelece-se 
assim o que se chama uma topologia fraca. 

Como se vê, a definição de convergência 
duma sucessão |C,|, por exemplo, subordi- 
na-se à das sucessões numéricas dos valores 
das funcionais. Que funcionais? Precisa- 
mente aquelas que intervém no problema 
das variações. 

Ora, é fácil ver que o espaço topológico, 
assim definido, é um espaço métrico; mas 
não é completo. Selo-ia se, para cada suces- 
são |C,| de curvas tal que |Lc,) é conver- 
gente para cada integral Lç do cálculo das 
variações, pudéssemos afirmar a existência 
duma curva O, tal que ((,| tendesse para 
OU, . É o mesmo diremos no caso das super- 
fícies. Mas isso não acontece. 

Como remover a dificuldade? À custa dos 
lugares geométricos generalizados de L, C. 
Young, (curvas e superfícies). 
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Vamos ver como éles se definem, come- 
cando pelas superfícies. 

Consideremos um domínio À do plano 
vm) eo integral 

Ls = E(e, 7, 4 Dry adxas; 
onde f é uma função contínua dos seus 
cinco argumentos. 

Seja E o conjunto de tôdas as funções 
contínuas > (p, g)e M (4) uma funcional, 
que faz corresponder um número real a 
cada elemento ; do conjunto E, e gozando 
das seguintes propriedades: 


a) À não negativa, se » fôr não negativa; 


b) E linear: M (a, 7 + as )= 
= mM(w)+ta M (25) 


para todos os números reais a,, q, e para 
cada par 2,, 7 de elementos de E, 


c) Satisfaz à condição M(,)=1, 
quando » fôr a constante unidade. M (+) é, 
portanto, uma média linear (average). 

Se M (:) depende dos valores dos parâme- 
tros adicionais x e 7, e se, para cada função 
contínua «, dependendo só de pe q,0 
número M () que se obtém formando a 
média linear em x e y, fôr uma função 
mensurável de yr e y, diremos que M (5) é 
mensurável. Isso dá-se, como mostrou 
Mc Shane e é o caso que nos interessa, 
quando, sendo 2 função dos quatro argu- 
mentos v,%), Pp, q, ela fôr contínua em 
relação a todos éles, 

Podemos agora dizer, com L. C. Young, 
que uma superfície generalizada é o sistema 
definido pelo seguinte par de elementos: 

| — Uma função real z (w, 7), absoluta- 
mente contínua no sentido de Tonelli, pos- 
suindo derivadas parciais quási por tóda a 
parte, no domínio A; 

2 — Uma média linear M (7), definida 
nos pontos (w, 1) do domínio À e mensu- 
rável em «, y, que opera sóbre qualquer 
função contínua 7 (p, q) e tal que, para 
quási todos os pontos do domínio, M (p) e 
M (q) são as componentes do vector grad z; 


isto é, M (p)=p, M(g)-=q. 


À função z (w, y) chamaremos padrão (*) 
da superfície generalizada. 
Se fôr S a supertície ordinária de equação 
= s (1, 1), representaremos por S* a res- 
pectiva superfície generalizada. 
Nos problemas clássicos do cálculo das 
variações, a funcional 


Ls (1) poa E f(x,y,z2,pa)dxdy 


relativa a uma superfície ordinária S, cal- 
cula-se, se fôr z=z (w,1) a equação da 
superfície S, substituindo em / a variável z 
por z(«,%y) e pe q pelas componentes do 


.- 


di : 
seu gradiente, pa e p 
Se fôr f (x,y) a função de x e y que 
resulta dessa substituição, será 


Ls (=, f(x,y) dx dy. 


Como se calcula a funcional Lx (£), rela- 


tiva a uma superfície generalizada S? 

Substituindo / (x,y) por M (4), sendo 
== (p,q) o valor, no ponto (x,y), da 
função « (x,y), P, q) que se obtém quando, 
em f(u, 1), 2, P, q) se substitue z pelo padrão 
z (we, y) da superfície generalizada. Pelo 
que atrás se disse, a função / (1, y)=M(») 
assim obtida, será mensurável. 

Como se vê, uma superfície ordinária S 
e a respectiva funcional Ls (f) são casos 
particulares das definições anteriores; a 
média M consiste em substituir em /, para 
quási todos os valores de « e 1 no domínio 
A, as variáveis p e q pelas componentes do 
gradiente de z (u, 1). 

Uma superfície generalizada S* diz-se 
lipschitziana, com a constante K, se, em 
cada ponto (w, y), a média linear M (4) 
duma função arbitrária » (p, q) é indepen- 
dente dos valores tomados por « fora dum 
círculo de raio K, cujo centro é a origem do 
plano p, q 

À análise inicial de L. C. Young, limita- 
-Se, Já veremos porquê ,às superfícies gene- 
ralizadas lipschitzianas. 


(1) Track, 


Podemos agora dizer que uma segiiência 
|Skt de superfícies generalizadas converge 
quando a segiiência [Lsx (f)l converge no 

n 


sentido fraco ; isto é, para cada função con- 
tínua f(0,%)2,P, q). 

Diz-se que a seqiiência dos respectivos 
padrões é convergente, quando fôr unifor- 
memente convergente a seqiiência das suas 
funções z (x, 1), O que corresponde à defi- 
nição usual de convergência de superfícies. 
E embora as duas definições sejam inicial- 
mente distintas, mostra-se que, no caso 
lipschitziano, a convergência duma sucessão 
de superfícies generalizadas importa a con- 
vergência da sucessão dos respectivos pa- 
drões. 

É tempo de averiguarmos agora qual é o 
motivo que nos leva a impôr, na análise 
inicial de Young, a restrição lipschitziana, 
Esse motivo, como vamos ver, é a conve- 
niência de que seja compacto o sistema das 
superfícies generalizadas. 

Como se sabe, o espaço das funções con- 
tínuas, definidas no interior duma esfera 
fechada n-dimensional, é um espaço de 
Banach. As funções / (1,%),2,7,9), que 
figuram no nosso problema, devem ser con- 
tínuas em todo o espaço à cinco dimensões. 
Podemos considerar cada elemento f defi- 
nido por uma segiiência [f,1!, em que f, é 
a função contínua, definida dentro duma 
esfera de raio n e de centro fixo, que coincide, 
dentro dessa esfera, com f. 

L. GC. Young considera, mais geralmente, 
um espaço cujos elementos f são definidos 
por segiiências [/,|, sendo f, um elemento 
dum espaço de Banach, variável possivel- 
mente com n. 

Sendo || f,| anorma de f, e Q,(f) o maior 
dos primeiros n números || f;|, seja 


bg ESC cs Qu (f) 
= 2-0 (Db 
= 


Define-se a distância de dois elementos 
f e g do espaço considerado por Q(/— 9). 
E, visto Q, (f) aumentar com x, é fácil ver 
que, se fôr, para um certo N, 


Qu ()D<2—5, 
Q()<2-8- 


será 
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No caso que nos interessa, (), (f) é o maior 
valor absoluto da função na esfera de raio n. 

Com a distância atrás definida, o espaço 
é completo, condição que é satisfeita pelo 
espaço das funções contínuas a cinco variá- 
veis reais ilimitadas. 

Seja L(f) uma funcional linear definida 
nesse espaço, mensurável B e, portanto, con- 
tínua (). Sendo |[.(f)| também contínuo, 
podemos afirmar (?) que, para uma seqiiência 
[Ly (f)1 de tais funcionais, que é limitada 
para cada f dum conjunto de segunda cate- 
goria, existe uma esfera de elementos f em 
que a segiiência é uniformemente limitada. 

Fazendo agora f==f,+q, sendo f, o 
centro da referida esfera, a seqiiência 


À Lm (g ) aa | Lim (1) — Lim (fo) ) 


é uniformemente limitada dentro duma certa 
esfera de elementos q, tendo a origem como 
centro; e, por maioria de razão, sôbre o 
conjunto [Qu(g) <2"*] que é, para N sufi- 
cientemente grande, um subconjunto dessa 
esfera. Haverá, portanto, uma constante kk 
tal que, para cada f e qualquer que seja m, 
é satisfeita a relação 


(1) UmK Qu (t). 


Isto é, a relação (1) é satisfeita por duas 
constantes K e N, independentes de m e f, 
quando a segiiência ( Lu (£)| é limitada para 
cada f dum conjunto de segunda categoria. 

Se | Lm (f)) fôr constituída por repetições 
duma mesma funcional linear L (f), definida 
para cada f, pode concluir-se do que fica 
dito que uma funcional linear L (1), defi- 
nida para tôdas as segiiências !-=[ f,1, de- 
pende só dum número finito de elementos f.. 

Uom efeito, se / e g são duas segiiências, 
tendo os mesmos N primeiros termos, a 
relação (1), aplicada a /—g, e visto ser 
Qu(f—g)=0, dá Lo (f— g)== 0; e sendo 
Lm(f) uma repetição de L(f), será L(f) = 
= L(g). 

Chamando compacto a um conjunto de 
funcionais lineares L (f) quando cada segiiên- 


(1) Banach — Thévrie des opérations lincaires (1932), 
pág. 23. 
(*) Banach — L. ce. — pág. 19, 
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cia do conjunto tem uma subseqgilência de 
convergência fraca, podemos também afir- 
mar que: 

A) As funcionais lineares L( f) dum con- 
junto compacto dependem só dum número 
limitado de elementos f,. 

Porque, se assim não fósse, haveria uma 
seqiiência Ly (f) de elementos do conjunto 
tal que a relação (1) seria falsa quando 

—N =n. Esta sequência seria ilimitada 
para algum elemento /; e não seria, portanto, 
compacta. 

Alarguei um pouco a minúcia da análise 
porque nela se apoia êste teorema funda- 
mental da teoria de L. O. Young: 


B) Um sistema de superíícies generali- 
zadas lipschitzianas é compacto quando e só 
quando os seus padrões são interiores a uma 
esfera fiva e as suas constantes de Lipschitz 
são limitadas. 

Isto equivale a dizer que as correspon- 
dentes funcionais Ls«(f) são independentes 
dos valores das funções contínuas f fora 
duma esfera fiva do espaço a cinco dimen- 
sões (2, %), Z P, Q). 

(Que as condições são necessárias, é uma 
conseqiiência imediata do teorema À). Para 
mostrar que são suficientes, basta observar 
que, se elas se verificam, as funcionais 
lineares Lsx(f) podem considerar-se como 
definidas num espaço de Banach constituído 
por tôdas as funções de x, y, Z, Pp, q que são 
contínuas dentro duma esfera fixa, E então, 
como corolário dum conhecido teorema de 
Banach ('), formam um conjunto compacto. 

E, à custa dêste princípio fundamental, 
é agora possível demonstrar que a con- 
vergência duma sucessão de superfícies 
generalizadas importa, como já dissemos, 
a convergência da sucessão dos respectivos 
padrões. 


Outro objectivo que se atinge com a 
restrição lipschitziana é o de tornar com- 
pteto o sistema das superfícies generalizadas. 

Com efeito, nós subordinámos o conceito 
de convergência duma segiiência !S% de 
superfícies generalizadas à convergência 


(1) Banach. Log. cit. — pg. 123-th, 3. 


da seqilência (Lss (f)] das funcionais respec- 
tivas. Mas nesta definição não intervém 
nenhuma referência a um limite. Quer dizer, 
a sequência [Lsx(f)j é convergente, mas não 
se afirma a existência duma superfície gene- 
ralizada Sk tal que 


lim Lox(£) = Lex (£) 


para cada função contínua f. 

Quando isso se der, diremos então que a 
sequência [S*! tem o limite S&. É claro que 
a existência dum limite implica a conver- 
gência da seqiiência, Mas será verdadeira 
a recíproca ? 

Com a restrição lipschitziana e à custa 
das preposições anteriormente estabelecidas, 
demonstra-se que sim; e o espaço das super- 
fícies generalizadas é, portanto, um espaço 
completo. 

Não alongarei, já agora, a minha expo- 
sição, reproduzindo a demonstração de 


L. C. Young. 


Vejamos, porém, como se pode efectuar, 
na resolução do problema variacional, o 
regresso (chamemos-lhe assim) aos sistemas 
de superfícies ordinárias. 

Chamando lipschitziana a uma superfície 
ordinária z==z(«, 1), quando a desigual- 


dade 


se verifica, sendo K uma constante deter- 
minada e ; a distância de dois pontos quais- 
quer (x, j) e (1, 7) do plano xy, é mani- 
festo que as superfícies ordinárias lipschi- 
tzianas são casos particulares das generali- 
zadas a que demos o mesmo nome. 

Sendo assim, e por ser completo o sistema 
das superfícies generalizadas lipschitzianas, 
é claro que o limite duma segiiência con- 
vergente de superfícies ordinárias, também 
lipschitzianas, existe e é uma superfície 
generalizada cuja constante de Lipschitz 
não excede o extremo superior das cons- 
tantes de Lipschitz das superfícies da seg iiên- 
cia. Pois bem: pode demonstrar-se que, 
inversamente, tôda a superfície generalizada 
é o limite duma seqiiência de superfícies 


ordinárias, com as restrições que se contém 
no enunciado do seguinte teorema : 


0) A classe das superfícies generalizadas, 
cujos padrões têm a mesma curva fronteira 
e cujas constantes de Lipschitz não exce- 
dem um certo número N, é o fecho da 
subclasse constituída pelas suas superfícies 
ordinárias. 

Quere dizer, dada uma superfície gene- 
ralizada S*, cuja constante de Lipschitz não 
excede N, existe uma segiiência (8, de 
superfícies ordinárias, cujas constantes de 
Lipschitz não excedem N, e cuja fronteira 
comum é a do padrão da superfície genera- 
lizada S*, tal que, para tôdas as funções 
contínuas É (1,1/,2,P,9) 


Logs (1) = lim Ls, (1). 


Também não demonstraremos esta pro- 
posição de LL, C, Young, a qual nos permite 
agora o exame da solução do problema 
variacional, 

O problema inicial é o de minimizar uma 
certa funcional F(S)==Ls(f), na classe 5 
das superfícies ordinárias lipschitzianas, 
com certas condições extremais. Em vez do 
problema ordinário, consideremos o pro- 
blema generalizado de minimizar a funcional 
F(S*) na correspondente classe de superfi- 
cies generalizadas S*, Existe uma seqiiência 
de superfícies ordinárias | S, | da classe con- 
siderada, para a qual os números F(S,) 
tendem para o mínimo do primeiro pro- 
blema. 

Mas, em virtude do teorema 0), o mesmo 
acontece no caso do segundo problema: 
Os dois mínimos são, portanto, idênticos ; 
isto é, o problema ordinário é equivalente 
ao problema generalizado. Este resultado 
obtém-se sem restringir as constantes de 
Lipschitz. E se essas constantes não excedem 
um certo número K? Então podemos afir- 
mar mais alguma coisa: 

Na classe das superfícies com dadas condi- 
ções eatremais e cujas constantes de Lipschitz 
não excedem um número K, o mínimo de 
F(S) é o mesmo para as superfícies ordi- 
núrias e para as superfícies generalizadas, 
e existe uma superfície generalizada, na 
classe, para a qual ésse mínimo é atingido. 
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E assim se dá satisfação, no problema 
variacional de primeira ordem, relativo às 
superfícies, a um comentário célebre de 
Hilbert. 

Todo o problema de cúlculo de variações 
admite solução, desde que a natureza das 
condições seja convenientemente limitada 
e o conceito de solução, se fôr preciso, con- 
venientemente generalizado. 

Com as restrições impostas, o problema 
tem solução; não será ela uma superfície 
ordinária, mas é uma superfície generalizada. 


No caso das linhas, o problema é, certa- 
mente, menos complicado e foi tratado 
exaustivamente por Me Shane ("), utilizando 
a representação paramétrica. 

Uma curva generalizada (a definição, 
como se disse, é de L. (, Young) é deter- 
minada pelo seguinte par de elementos: 

| — Um sistema de funções y'==y' (t), 
a<t<b, (i=1,2.. k), absolutamente 
contínuas em [a, b] e possuindo derivadas 
finitas num conjunto E, contido em [a, b| 
e de medida b— a; 

2 — Uma funcional linear M (5), não 

negativa, definida para cada t em E e para 
tôdas as funções contínuas « (w), sendo 
p==(r', 9º... vº) um vector do espaço 
k — dimensional, e tal que, para todos os 
valores de tem E, M (t, 4)=y'! (t), 
quando fôr o (mr ,9º.. 18)==e!, À tuncional 
M é, além disso, Miêneurável em E e deter- 
minada pelos valores de » (1) num conjunto 
limitado de valores de r. 

A curva C [y=y' (4) 1(=1,2. 
o padrão da curva generalizada. 

Às funcionais minimizantes, de que o 
exemplo 


k)] é 


Le (f) a EXE Pu, 9)A É l ga o 


v 


anteriormente dado, é o caso mais simples, 
são, na análise de Mc Shane, integrais 
curvilíneos cujos integrandos f (y, 7) (abre- 


(!) Me Shane, log. cit, 
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viatura de / (uy, y, y8, 7!, 9º.. vt) são 
funções contínuas, qualquer que seja 


y=(y, Fm . uy) 


e qualquer que seja r, positivamente 
homogéneas de grau 1, em relação a ». 
Dado um integrando paramétrico f(w, r), 
assim definido, a funcional minimizante, 
relativa à curva generalizada (*, corres- 
pondente ao padrão O, é da forma 
1) P (CO) = Mitiflyom] dt, 
sempre que éste integral exista. Pela defini- 
ção dada de M (t, «), certamente M (t, |r|) 
é não-negativa e mensurável em E, Se ela 
fôr somável, diz-se que a curva generalizada 
C* é rectificável e o seu comprimento é 


2) L Di é M (t, |rl) dt. 


Poderemos substituir os integrais dos 
segundos membros de 1) e 2) por integrais 
definidos entre a e b, atribuindo o valor 
zero ao integrando nos pontos do conjunto 
complementar de E, 

Pois bem, mostra-se que, se a curva gene- 
ralizada C* é rectificável, o integral F (O*) 
é determinado. 

A topologia do espaço das curvas gene- 
ralizadas estabelece-se da seguinte maneira: 

A curva generalizada rectificável CX é o 
limite da segiiência | Ck+ de curvas generali- 
zadas rectificáveis se: 

a) A distância de Fréchet entre os padrões 
de Cs e de O* tende para zero quando n 
tende para infinito ; 

b) Para cada integrando paramétrico 


F(y, 7), im E (O) = F (C)). 


A—s DS 


Dizemos que duas curvas generalizadas 
CZ e Cf são idênticas quando: 

a) Os seus padrões têm uma distância de 
Fréchet nula ; 

b) F (63) = F (Ci) para todos os inte- 
grandos paramétricos. 

E é possível agora demonstrar que: 

Sea curva generalizada C* é rectificável e 
h é um número positivo qualquer, podemos 
supor, sem quebra de generalidade, que, 


qualquer que seja t em E, a funcional 
M (t,º2) depende apenas dos valores de » (7) 
dentro da esfera |r|=K. 

Como se vê, a análise de Mc Shane conduz, 
por via diversa, a resultados análogos aos 
da análise de L. C, Young para as superfícies. 

Define-se, em seguida, o conceito de iso- 
morfismo. Uma curva generalizada C* diz-se 
isomorta duma curva ordinária quando, 
para quási todos os valores de t em É, a 
funcional M (t,2) depende só do valor de % 
num único ponto r,. 

Pois bem, nesse caso, por ser M determi- 
nado pelos valores de 7(7) num conjunto 
limitado de valores de 7, será 


M(t,)=ag(r)(a>0 


o que implica, por outra propriedade de M, 
que seja 
ari=yi(t). 


Se f(y,17) é um integrando paramétrico, 
homogéneo de grau 1 em », será, pois, 


Mit; f(y,nj=af(yyr)=f(y7,7):- 


E, sendo esta igualdade verdadeira para 
quási todos os valores de t em [a,b], será 


3) Jef(yoy)dt=/a M[t,f(y,mJdt. 


Se dois isomorfos Cj e U% de curvas gene- 
ralizadas correspondem ambos a € [= (t)], 
nesse caso U é o padrão de ambas as curvas 
ordinárias; e, em virtude de (3), 


F (CH) =F(C%) 


para todos os integrandos paramétricos 
F(wy,7). Logo, os dois isomorfos são idên- 
ticos, por definição. 

Isto é, se as curvas rectificáveis ordiná- 
rias C e os isomorfos C* das curvas ordiná- 
rias são conjuntos que relacionamos entre si, 
fazendo corresponder cada C* ao respectivo 
padrão, essa correspondência é biunívoca. 
É, para todos os integrandos paramétricos, 
verifica-se a relação (3). 

Pois bem, L. C. Young demonstrou que 
o conjunto dos isomorfos das curvas ordiná- 


mas é por tóda a parte denso, no conjunto 
das curvas generalizadas rectificáveis. 

E êste resultado é semelhante a outro 
obtido por L. CU, Young no caso das super- 
fícies, como já vimos. 

Não alongo mais esta exposição, resumida 
e aliviada das demonstrações que se encon- 
tram nas memórias citadas de L, C. Young 
e Mc Shane. 

Expuz apenas o indispensável para for- 
mular o meu pensamento sôbre a generali- 
zação desta análise aos problemas varia- 
cionais de ordem superior à primeira. 


Comecemos por considerar o caso das 
superfícies e, néle, o problema de segunda 
ordem. 

Consideremos um domínio À do plano 
x y,eo integral 


(1) Ls(D=//a f(x,Y,Z2,Pp,q,r,s,t)dxdy, 


onde / é uma função contínua dos seus oito 
argumentos. 

Seja E o conjunto de tôdas as funções 
contínuas 2(7,8,4) e M(2) uma funcional 
que faz corresponder um número real a cada 
elemento 7 do conjunto É, com as mesmas 
propriedades da média linear definida no 
caso do problema de 1.º ordem ; isto é, 

a) E não-negativa, se 7 fôr não-negativa; 

b) E linear: 


M (ay 71 + 2272) = 4 M (24) + aa M (99) 


para todos os números reais a, e a,, e para 
cada par (2,, 2,) de elementos de E; 

co) M(7)==1, quando 2 fôr a constante 
unidade. 

Dizemos que M(z) é mensurável quando, 
dependendo M(2) dos parâmetros adicio- 
nais vz e y, o número M(2) que se obtém, 
formando a média linear em «x e w, fôr função 
mensurável de x e y, para cada função con- 


tínua 2, dependendo sóder,s e t. E pode 


mostrar-se, generalizando uma análise de 
Mec Shane, que isto acontece quando, sendo 
7 função dos cinco elementos x, y, 7, s, t, ela 
fôr contínua em relação a todos êles. 
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Chamaremos superfície generalizada ao 
sistema definido pelo seguinte par de ele- 
mentos : 

1 — Uma função real 2 (1,7), absoluta- 
mente contínua, no sentido de Tonelli, 
possuindo derivadas parciais, primeiras e 
segundas, quási por tôda a parte, no domí- 
nio À; 

2 — Uma média linear M (2), definida nos 
pontos (w, y), do domínio A, mensurável 
em x ey, que opera sôbre qualquer função 
contínua 2(r,s,t), e tal que, para quási 
todos os pontos do domínio, M(r), M(s) e 
M (1) são os valores das derivadas segundas 
de z(e,%); isto é, M()=r, M(g)=s, 
M (8) = 4. 

A função z(x,y) chamaremos padrão 
da superfície generalizada. 

Se fôr S a superfície ordinária de equação 
== 2 (1, W), representaremos por S* a res- 
pectiva superfície generalizada. 

Nos problemas clássicos, a funcional (1), 
relativa a uma superfície ordinária S, cal- 
cula-se, substituindo, em /,z por z(w,%) e 
P,Q,7; 8, t respectivamente pelas derivadas 
parciais, primeiras e segundas de f. Se fôr 
1 (e, w) à função de « e y que resulta dessa 


substituição, será Ls(f)== [a £ (x, y) dx, dy. 
Como se calcula a funcional Lçx(f) rela- 
tiva a uma superfície generalizada S*? 

Substituindo /(w.y) por M(2), sendo 
2==2(r,s,t) o valor, no ponto (e, 7), da 
função 2(,%),7,s,t) que se obtém quando, 
em f(1,1),2,P,Q 7.8, t) se substitue z pelo 
- dz dz 
padrão 2 (1,7), p por-—e q por 
da 7, E) 

Pelo que atrás se disse, a função 


Fe )=M(?) 


assim obtida será mensurável. 

As superfícies ordinárias são casos par- 
ticulares das generalizadas e a funcional 
Ls (f) um caso particular de Lx (f); a média 
M consiste em substituir em /, para quási 
todos os valores de x e y no domínio À, as 
variáveis 7, s, ? pelas derivadas segundas do 
padrão z(w, 1). 

Diremos agora, generalizando a análise 
de L. C. Young, que uma superfície S* é 
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Aipschitziana, com a constante K, se em 
cada ponto (x, 1), a média linear M (2), duma 
função contínua arbitrária 2 (7, s, t), é inde- 
pendente dos valores tomados por 2 fora 
duma esfera de raio K, cujo centro é a 
origem do espaço tridimensional (r, s, Z). 
Uma seqiiência (SK! de superfícies gene- 
ralizadas converge quando a segiiência 
(Ls (f)| converge no sentido fraco; isto é, 
para cada função contínua /(1,1,2,P;Qy7,842). 
A análise de L. C. Young que conduz à 
afirmação de que as funcionais lineares L (f) 
dum conjunto compacto dependem só dum 
número (imitado de elementos f,, subsiste 
inalterável no caso presente ('). Os elementos 
do espaço das funções / são definidos por 
seqiiências | ,+, sendo f, um elemento dum 
espaço de Banach, variável possivelmente 
com x. O espaço dos argumentos de / 
tem agora ozto, em vez de cinco dimensões. 
Demonstra-se igualmente que um sistema 
de superfícies generalizadas lipschitzianas 
é compacto quando e só quando os seus 
padrões são interiores a uma esfera fixa e 
as suas constantes de Lipschitz são limi- 
tadas. Ou, o que é o mesmo, as corres pon- 
dentes funcionais Lex (f) são independentes 
dos valores das funções contínuas f fóra 
duma esfera fixa do espaço a oito dimensões 


(2, Us PQ TS 1). 


A demonstração destas proposições é um 
decalque das de L. C. Young, na resolução 
do problema de primeira ordem, 

E, do mesmo modo, se verifica que a con- 
vergência duma sucessão de superfícies gene- 
ralizadas importa a convergência uniforme 
da sucessão dos respectivos padrões. 


Trata-se agora de averiguar que o sistema 
das superfícies generalizadas lipschitzianas, 
no sentido atrás definido, é completo, como 
no problema de primeira ordem, 

Por definição de convergência, a segiiên- 
cia (St é convergente quando o fôr a 
sequência (Lx (f ) - Mas não é necessário 


que exista uma superfície generalizada S& 


(!) As demonstrações serão publicadas noutro lugar. 


tal que o limite da seqiiência (Los (1)| seja 
Lsx (£). Se assim fôr, diz-se que a segiiência 
[SX1 tem o limite S3. Pois bem, demons- 
tra-se, como para o problema de primeira 
ordem, que tôda a segiiência convergente de 
superfícies generalizadas tem limite. 

A demonstração é análoga à de L. €. 
Young (), que eu não reproduzi por ser 
relativamente extensa. Basta substituir a 
média linear de L. C. Young pela que atrás 
definimos em 7, s, t; e, onde, no raciocínio 
de Young, se supõem fixos 7, y, 2 (x, Y), 
supor também fixos os valores de p e q, 
visto que a média linear se refere apenas 
O Sa id 

As superfícies ordinárias lipschitzianas 
são um caso particular das generalizadas, 
como é óbvio. É, como o sistema das super- 
fícies generalizadas lipschitzianas é com- 
pleto, como acabamos de ver, o limite duma 
segiiência convergente de superfícies ordiná- 
rias existe e é uma superfície generalizada, 
cuja constante de Lipschitz não excede o 
extremo superior das constantes de Lipschit: 
das superfícies da segiiência. 

À recíproca é verdadeira, com as restri- 
ções que resultam do seguinte teorema, aná- 
logo ao de L. C. Young, para o problema 
de primeira ordem: 

0) A classe das superfícies generulizadas 
lipschitzianas cujos padrõese respectivos gra- 
dientes têm as mesmas condições extremais e 
cujas constantes de Lipschitz não excedem 
um certo número N, é o fecho da subclasse 
constituída pelas suas superfícies ordinárias. 

Quere dizer, dada uma superfície genera- 
lizada S*, cuja constante de Lipschitz não 
excede N, existe uma segiiência (S,) de 
superfícies ordinírias cujas constantes de 
Lipschitz não excedem N (e com as mesmas 
condições extremais, para z==z (x,y) 
respectivos gradientes, que tem o padrão da 
superfície generalizada S*), tal que para 
tôdas as funções contínuas 


(e, y, =. P; PE 7,8) ), 


Liga (f) = lim Lx (1). 


me me o a 


(1) L. C. Young, log. cit. (IV). 


E ainda êste teorema é uma generalização 
imediata do análogo teorema de L. C. 
Young para o problema de primeira ordem. 


Sendo assim, em vez do problema ordi- 
nário de minimizar à funcional 


P(OS)=Ls(D=/faf(xy2zP rs, )dxdy, 


consideremos o problema generalizado de 
minimizar a funcional F (S”), na correspon- 
dente classe de superfícies generalizadas S*. 
Existe uma segiiência 1S, | de superfícies 
ordinárias, da classe considerada, para a 
qual os números F (S,) tendem para o 
mínimo do primeiro problema. E como, em 
virtude do teorema 0), o mesmo acontece 
no caso do segundo problema, os dois 
mínimos serão idênticos. O problema ordi- 
núrio é equivalente ao problema generali- 
zado. 

Se as constantes de Lipschitz não exce- 
dem um certo número K, podemos então 
afirmar, como para o problema de primeira 
ordem, que existe uma superfície generali- 
zada, na classe considerada, para a qual o 
minimo é atingido. 

E o problema de segunda ordem das 
superfícies generalizadas fica resolvido. 


No caso geral, para o problema variacio- 
nal de ordem m relativo às superficies, é 
dada uma funcional 


F(S)=Ls(f)= [fa f(x, y52,7x2Zyr + Z à yk)d xdy 
(à, ==0,],..:n) itk=n 


em que os argumentos da função con- 
tínua f são x, y, 2, e as derivadas parciais 
de z, em ordem a x e 7, até à ordem q. 

À superfície generalizada correspondente 
é definida por: 

1) Uma” função real z (x,y), absoluta- 
mente contínua no sentido de Tonelli, pos- 
suindo derivadas parciais, quási por tóda a 
parte em À, até à ordem x; 

2) Uma média linear M (5), definida nos 
pontos (»,7) do domínio À e mensurável 
em w e y, que opera sôbre qualquer função 
contínua 2(27x) das derivadas de maior 


TECNICA 
61 


ordem, e tal que, em quási todos os pontos 
do domínio, 


M (2 40) = 2 8. 
À funcional F (S*)== Ls (f), correspon- 
dente à superfície generalizada S*, é dada 
por 
Ls (f)=/Ja ft (x,y) dn dy, 
sendo 
fis, D)=M (9; 


o valor, no ponto (w, 7), da função 
R ; - (0) 
2 (0, y) Cd yk) 

que se obtém quando, em 


É (x; Mi A, VE gra 4 DA vk 


se substitue z pelo padrão z (w, 1) e tódas 
as derivadas de z, de ordem inferior a n, 
pelos respectivos valores correspondentes a 
êsse padrão. 

E a análise de L. CU. Young reproduz-se, 
duma maneira semelhante. 

O problema variacional de ordem mn, no 
caso das curvas, admite igualmente uma 
generalização imediata da análise de 
Me Shane. 

O problema clássico consiste, como é 
sabido, em determinar a curva minimizante 
da funcional 
sã à 1=»vi(t) 
k (O)=Le(D=/ ft vi ese 5 YA) at; 19 E 

=1,2.. 


no intervalo a<t<b, com dadas condições 
extremais. 


Uma curva generalizada é determinada 
pelo seguinte par de elementos: 

1) Um sistema de funções w) ==; (t) 
(i=h1,2..k), absolutamente contínuas no 
intervalo [a, b] e possuindo derivadas finitas 
até à ordem nr, num conjunto E, contido 
em [a, b], e de medida b— a; 

2) Uma funcional linear M (2), não nega- 
tiva, definida para cada t em E, e par: 
tôdas as funções contínuas 7 (7), sendo 
r=(", 74. 7) um vector do espaço 
k — dimensional, e tal que, para todos os 
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alores de t em E, M (8 )=yº (8), 
quando fôr 2 (rm... r;)==";. À funcional 
M é, além disso, mensurável em E e deter- 
minada pelos valores de 2 (7) num conjunto 
limitado de valores de r. 

A curva C [y = ylo)]ti=1,2—.. 
o padrão da curva generalizada. 

Um integrando paramétrico 


FU e 


k) é 


(ut) 7) 
abreviatura de 

-1 sido: we A 
E( Vi, Vagse Vis Yiso y ines PA VE VR RE 1) 


é uma função contínua dos seus argumentos, 
positivamente homogénea de grau 1, em 
relação a ». 

Dado um integrando paramétrico, assim 
definido, a funcional relativa à curva gene- 
ralizada C*, correspondente ao padrão C, é 
da forma 


1) E (0) = Lex (1) =| Mt Ely, vt y—D, v)] dt 


sempre que êste integral exista, 
Pela definição dada de M (4,7), certa- 
mente M (t, 71) ) é não negativa e mensu- 
úvel em E. 8 Se ela fôr somável, diremos que 
a curva generalizada C* é rectificável de 
ordem n(') e o seu comprimento de ordem n é 


2) L(C)=/eM(t,|r|) dt 


Nos integrais 1) e 2), podemos substituir 
o conjunto E de integração pelo intervalo 
(4, b], atribuindo o valor zero ao integrando 
nos pontos do conjunto complementar de E. 

E a análise é agora análoga à de 
Me Shane, para o problema de primeira 
ordem : 

a) Se a curva generalizada (* é rectifi- 
cável de ordem n, o integral 1) é deter- 
minado ; 

b) Define- -se, de igual modo, o limite 
duma seqiiência de curvas generalizadas e 
a identidade de duas delas; 


(1) Por analogia de propriedades, no problema variacio- 
nal, pareceu-nos conveniente conservar o nome rectificável. 


c) Se a curva generalizada C* é rectifi- 
cável de ordem n, e K é um número posi- 
tivo, podemos sempre supor, sem quebra de 
generalidade, que, qualquer que seja Z em E, 
a funcional M (,2) depende apenas dos 
valores de 7 (w) dentro da esfera |" =K; 

d) E ainda análoga a definição de isomor- 
fismo; e dela resulta que o segundo membro 
de 1) é igual ao integral 

PE» pt qto) dt 
para as curvas generalizadas C* que são 
isomorfas duma curva ordinária. 
— e) Se dois isomorfos Cj e CJ de curvas 
generalizadas correspondem ambos a 


Cly=u(4)], 


os dois isomorfos são idênticos; 

f) Finalmente, o conjunto dos isomorfos 
das curvas ordinárias é por tôda a parte 
denso, no conjunto das curvas generalizadas 
rectificáveis de ordem n. 

E daqui resulta, como para o problema 
de primeira ordem, a existência duma solu- 
ção minimizante generalizada, atingida pelo 
problema variacional de ordem n., 


Como se vê, e era êsse o objectivo pri- 
macial desta exposição, a solução dos pro- 
blemas variacionais de ordem superior, à 
custa do conceito de lugar geométrico 
generalizado, não carece de maiores res- 
trições do que aquelas que foram estabe- 
lecidas por L. C. Young e Me Shane, para 
a resolução dos problemas de primeira 
ordem. 
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UNIDADES LOGARÍTMICAS 


peELO ENGº PAULO DE BRITO ARANHA 


PROF. DO |. S. T. E DA E. E. 


Não há talvez assunto, na técnica das telecomunicações, que 
mais prejuízos tenha sofrido em resultado da insuficiência livresca. 
Os tratados de categoria não se dignam de dedicar-lhe a atenção 
que, pela sua alargada importância, sem dúvida merece; e os 
compêndios de vulgarização, quando não o desvirtuam, como 
tanta vez acontece, escamoteiam sistematicamente as suas miiltiplas 
dificuldades. 

Abre-se a exposição com um ensaio de estudo abstracto, que 
se destina a iniciados ; e prossegue-se com um exame concreto das 
unidades logariítmicas usuais, seguida de aplicações numéricas 
típicas e de várias tabelas títeis. 

Supõe-se, assim, ter esclarecido todos os aspectos geralmente 
nebulosos do problema, 


O uso de unidades logarítmicas, na expressão da relação de grandezas da mesma 
espécie, acabou por impor-se definitivamente no domínio das telecomunicações. 

Poderosas razões contribuíram para o êxito; mas, antes de se enumerarem, convém 
estabelecer primeiro a definição dessas unidades. 

Imagine-se que determinada grandeza À, devido a cansa que se não precisa especi- 
ficar, altera o seu valor de À, para À, (). 

Sej: 'alor da relação A,/ À, e iguale-se : xponencial de base a, Ter-se-á: 

Seja y o valor da relação À, / À, e iguale-se a uma exponencial de base a, Ter-se-á : 


Aú 
As 


=— V = q" 


Se se tomar n, que, por definição, é o logaritmo de y no sistema de base a 
(n= log, y), para substituir o valor numérico y da relação Á,/A,, pode dizer-se que 
a relação A,/ A, está referida a unidades exponenciais ou logar ftmicas de base a. 

O resultado n mede, nessa escala logarítmica, a alteração da grandeza À, cujo valor 
passa de A, para À,. É diz-se que, ao passar do valo A, para o valor À,, a alteração 
da grandeza A é de n unidades logarítmicas de base a. À afirmação significa que se 
toma para unidade a alteração da grandeza na relação a! ==a, por outras palavras, na 
relação igual à base, 

As unidades logarítmicas gosam, evidentemente, das propriedades gerais dos 
logaritmos. 


(!) Esta alteração pode referir-se a um dado ponto (alteração no tempo) ou pode resultar de observações em 
pontos diferentes (alteração no espaço). 
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Imagine-se, por exemplo, que a grandeza A, depois de passar do valor A, ao valor À,, 
se altera de novo do valor A, para o valor À,. Seja 


As ( Às 
— = a” m= log, 
As E) 


Dir-se-á que a nova alteração de À é de m unidades logarítmicas de base a. E, do 
mesmo modo, se a grandeza ainda se alterar de A, para À, e se tiver: 


Ei) = qP (» == loga E) 
As As 


dir-se-á, mais uma vez, que a alteração de A é de p unidades logarítmicas de base a, 
A alteração total, do valor À, para o valor À,, exprimir-se-á : 


A / 
| Mo A! sê Às 
As As Ag As 


= a".am,aP=artmn+p 


sendo, por conseqiiência, de n +m +p unidades logarítmicas de base a. E assim 
sucessivamente ('). 

As unidades logarítmicas exprimem o efeito de alterações sucessivas por simples 
adição. Primeira vantagem fundamental, 

Esta adição é uma adição algébrica. Na realidade, o número de unidades logarítmicas 
pode ser positivo ou negativo, consoante, suposta a base a superior à unidade, como- é 
natural, a grandeza A se altera, respectivamente, para um valor menor — caso dum 
enfraquecimento, atenuação ou perda — ou para um valor maior — caso duma ampliação 
ou ganho. À luz do critério logarítmico, e quando a base fôr superior à unidade, o ganho 
pode, pois, considerar-se, perda negativa (). 

E resulta das propriedades gerais dos logaritmos que, se a alteração de À, para À, 
fôr de n unidades, a alteração inversa de A, para À, será de —n unidades. Suposto 
positivo o número n, tratar-se-á, no primeiro caso, dum enfraquecimento de n unidades 
logarítmicas e, no segundo caso, dum ganho de n unidades. (Seria o contrário se se 
considerasse n negativo ou À, <A,). 

Efectivamente, o logaritmo dum número é igual e de sinal contrário ao logaritmo 
do seu recíproco, visto que se: 


A 
Às A4 ar 


= q" P 


A alteração duma grandeza A, do valor A, para o valor A,, será expressa, em 
unidades logarítmicas, pelo mesmo valor absoluto que a alteração em sentido contrário, do 
valor A, para o valor A,. Segunda vantagem fundamental. 

Imagine-se, agora, que a grandeza À varia dentro de muito largos limites, por 
exemplo de 1 para 10º, e que há necessidade de figurar a totalidade das suas alterações 
sucessivas dentro dos limites práticos dum gráfico de pequenos dimensões. O uso de 


(1) Estas alterações sucessivas podem dar-se num dado ponto (sucessividade no tempo) ou de ponto para ponto 
(sucessividade no espaço). 
(?) Se se usar o têrmo de referência A, em denominador, como se faz nos cálculos de nível, então é a perda que 


resulta um ganho negativo, 
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unidades logarítmicas resolve com elegância o problema, visto que se representa o 
intervalo de 10! para 10!” como o de 1 para 10,(') o que equivale a dizer que as grandes 
alterações de À são expressas por números pequenos. Terceira vantagem fundamental. 

Em muitos casos, vai-se ao ponto de, nos gráficos, graduar de forma também 
logarítmica as abeissas(”) em função das quais variam as grandezas já expressas em 
unidades logarítmicas nas ordenadas. Razões de natureza psicológica apoiam, às vezes, 
tal forma de proceder. 

A harmonia da ordem de grandeza dos resultados referidos a unidades logarítmicas 
com a intensidade psicológica das sensações, que eventualmente êsses resultados possam ser 
chamados a interpretar, constitue, de-facto, a quarta vantagem fundamental do seu uso, 
porventura a mais decisiva de tôdas quando se trata de grandezas que, directa ou indirec- 
tamente, estão relacionadas com sensações. 

Com efeito, a importante lei psicológica de Weber-Fechner estabelece que «a mínima 
alteração de estímulo necessária para produzir uma alteração percetível de sensação é 
proporcional ao estímulo priviamente existente». Pode êste enunciado traduzir-se abrevia- 
damente dizendo que «a sensação é proporcional ao logaritmo da excitação» ; e conclue-se 
que o que os sentidos percebem é alterações proporcionais, e não absolutas, na intensidade 
ou no carácter do estímulo que as provocam. 

Significa isto que os sentidos humanos se aperceberão das unidades logarítmicas 
como se representassem intervalos aproximadamente iguais. Tais unidades prestam-se, 
pois, admirivelmeute, para exprimir as alterações de grandezas relacionadas com sensações, 
nomeadamente de natureza acústica. E em electro-acústica que, efectivamente, a lei de 
Weber-Fechner exerce mais acentuada influência. Todos os dispositivos eléctricos 
de transmissão empregam hoje correntemente as unidades logarítmicas, muitas vezes até 
designadas unidades de transmissão (*), visto ter tido comêço a sua história com a 
realização das primeiras transmissões telefónicas por cabo. Cronológicamente, a primeira 
unidade de transmissão foi mesmo a «milha de cabo normal», já caída em desuso, por não 
ter sido posteriormente considerada perfeita. 

Resumindo : 

Com o uso de unidades logarítmicas, os resultados combinam-se por simples adição 
algébrica e os números empregados para exprimir o valor das relações confinam-se entre 
limites mais estreitos, constituindo, além disso, no domínio da acústica, muito mais 
expressivos índices de sensação. 

As unidades logarítmicas mais usuais receberam designação própria, além de de fi- 
nição concreta quanto à natureza da grandeza que primariamente devem afectar. 

A unidade logarítmica de base neperiana designa-se néper. Refere-se primiriamente a 
relações de correntes cu de tensões. O motivo é que, na técnica ordinária da transmissão teletó- 
nica, as correntes e as tensões, ao longo duma linha de características constantes, decrescem 
naturalmente segundo uma relação exponencial de base e. O néper surge, por conseqiiência, 
como uma unidade logarítmica natural de transmissão na técnica das comunicações por fios. 

A unidade logarítmica de base briggsiana ou decimal designa-se bel. Refere-se pri- 
mariamente a relações de potências, tanto de natureza eléctrica, como de natureza acústica. 
Foi o sub-múltiplo decibel (), dez vezes menor, que, todavia, se universalizou. O motivo é 


(') E, na maioria dos casos, os intervalos de 1 para 10, de 10 para 100, de 100 para 1.000 e de 1,000 para 10.000 
são os mais interessantes de observar em escala grande. 

(*) Existe papel graduado logaritmicamente. A marcação directa dos valores numéricos duma grandeza em 
tal papel dá ao gráfico resultante a configuração que teria se se marcassem, em graduação proporcional, os valores 
expressos em unidades logaritmicas, 

(1) Unidades de sensação é outra das suas designações correntes. A lei de Weber-Fechner explica o têrmo. 

(1) O êxito de decibel encorajou a técnica alemã, ainda bastante fiel ao néper na técnica das comunicações por 
fios, a vulgarizar o decineper, cuja ordem de grandeza é quási idêntica, como adiante se verá. 
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que a alteração de potência acústica de 1 decibel constitue aproximadamente o mínimo 
reconhecivel pelo ouvido humano médio. O decibel surge, por consegiiência, como uma 
unidade logarítmica natural de sensação nos domínios da acústica e, como corolário, da 
electro-acústica., 

Acontece ainda, em acústica fisiológica, que a sensibilidade do ouvido reage às 
alterações proporcionais, não apenas da intensidade do som, mas também da sua fregiiência 
fundamental, ou altura ('). Quando os fenómenos se representam em função da fregiiência 
pode, pois, justificar-se, sob o aspecto psicológico, que as abcissas se graduem segundo 
uma escala igualmente logarítmica, forma de proceder a que já se fêz alusão (*). 


De acôrdo com as definições, ter-se-á, pois: 


Número de nepers 


9 
Número de decibels 


P, 


nab = 10 log 


o 


— 


O número de decibels pode também obter-se a partir da relação das correntes ou 
das tensões, notando que P==E I cos 2 ==" Z cos 7 ==(E*/Z) cos 7 (== R [º).(”) Se as potên- 
cias se desenvolverem na mesma impedância ou em impedâncias de igual módulo e igual 
argumento ("), ter-se-á: 


E 
e Ndb = 2() logro E - 
2 “2 


Ddb == 2() logo hu 


No caso da relação das correntes, para que a expressão seja exacta, bastará que o 
produto Z cos ? seja idêntico (impedâncias de igual componente resistiva) (”). 


my 


Em função das potências, o número de népers será: 


l P, 
Dnep — me loge Pp 
2 


E 
(Quando as impedâncias são diferentes, o número de decibels, que, por definição, 
se refere a uma relação de potências, terá de determinar-se a partir da relação das cor- 
rentes ou das tensões, pelas expressões seguintes (”): 


nab = 20 PE) + 10 logr si + 10 log mind 
1, Za Cos ta 


Cos 24 


nab = 20 logyo a + 10 log = + 10logir 
“9 


1 cus va 


(1) As oitavas sucessivas, por exemplo, dão a sensação de intervalos iguais. A fregiiência, de oitava para 
oitava, cresce, porém, de forma proporcional (na relação de 1 para 2) e não de forma absoluta. 

(2) A forma de proceder justifica-se, principalmente, para as freqiiências acústicas; mas usa-se, também, por 
extensão, para as freqiiências ultra-acústicas. 

()Z=RAjXecZ=|2|=VR+X?; tgy=X/R e cosy = R/Z, 

(*) Quando se comparam potências, o resultado é independente das impedâncias em que as potências se 
desenvolvem. 

(*) Esta observação explica o uso de unidades logaritmicas nas curvas de ressonância. 

(º) As expressões significam que, antes de calcular o número de decibels, se avalia primeiro a potência e 
depois se aplica a equação de definição. 
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Acentua-se modernamente, com o uso do decineper, a tendência de definir também 
o neper a partir da relação das potências ; 


Número de nepers 


l P P, 
DBnep — 9 loge E (nano = Bloge P ) 


Nessa conformidade, no caso de impedâncias diferentes, o número de nepers, a partir 
da relação das correntes ou das tensões, obter-se-á pelas expressões : 


NR l Zu l cos v4 
Inep = loge 1 | De”, + pra le se 
2 19 2 Cos q 
e 
Es, ] Za 1 cos U 
Inep = a log ge CET ui + A l0£e = 7 10Be — 
Es 2 Z4 Cos 23 


O número de decinepers será, evidentemente, dez vezes maior. 

As diferentes unidades logarítmicas são facilmente conversíveis, visto que existe 
proporcionalidade entre logaritmos de bases diferentes. Recorda-se que o módulo de trans- 
formação é o inverso do logaritmo da nova base no sistema de base antiga: 


logo V == loge V >< À loge Y >< : t 
10) * — r v e tino RR “o v É er 
ao é loge 10 “És “* 9,808 
l 
loge y == logyy x ———— = logr y x< 2,808 
0810 € 


Por ema nánaim, passa-se do logaritmo decimal ao logaritmo neperiano multi pli- 
cando por 2,3 (aproximadamente); passa-se do logaritmo neperiano ao logaritmo decimal 
dividindo por 2,3 (ou multiplicando por O 434). 

Notando que o número de nepers é log. (1,/1,)) e o de decibels, 20 log; (1,/L), à rela- 
ção entre o número de nepers e o de decibels, com que se exprime a mesma relação 1,/1,, é: 


F 
ad 
Ei RS di Bão 2,308 = 0,151 
Nab 20 login a Ú 
2 


A relação inversa tem o valor: 


Ddb 8 


Hnep 


Como o número que exprime uma grandeza é inversamente proporcional à unidade 
em que a grandeza está expressa, conclue-se que: 


1] nep = 5,656 db 1 dnep = 0,58686 db 
| db =0,1451 nep 1 db ==1,151 dnep 


| 
1 loge 10 = 2,503 los = 0431. 
(!) loge 0810 € > 2308 
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E E A A 


Observa-se que o decibel eo dontiepar » são da mesma ordem de grandeza, apenas 
diferem de cêrca de 15º/,. 

| evidente que se poderá realizar um sistema que provoque exactamente um enfra- 
quecimento igual a 1 unidade logarítmica, nomeadamente, para fixar idéias, 1 néper. Esse 
sistema poderá ser, por exemplo, uma determinada extensão de cabo telefônico de carac- 
terísticas dadas. 

Pambém é possível fazer o inverso: tomar uma dada extensão de cabo telefónico e 
adaptá-la para unidade logarítmica de enfraquecimento. Foi assim que se procedeu ao 
princípio : adoptou-se como unidade logarítmica a milha de cabo normal ("). Corresponde (*) 
a um enfraquecimento de 0,947 db ou 0,109 nep. 

Como, porém, o enfraquecimento, provocado por um padrão dessa natureza, depende 
da freqiiência (”), êste inconveniente fêz com que caísse em desuso, 


Resumo dos factores em conversão 


Multiplicar: Por: Para achar: 
Dd 0,1151 Nep 
Dd 1,056 Milhas de cabo normal 
: Milhas de cabo normal | 0,947 Db 
Milhas de cabo normal 0,109 Nep 
Nep 8,686 Db 
Nep 9,175 Milhas de cabo normal 


As unidades logarítmicas também podem usar-se para medida de grandeza absoluta, 
e não apenas relativa, desde que se fixe uma referência, dita nível de referência (ou nível zero). 
O decibel utiliza-se, assim, freqiientemente, para medir potência, Deve, todavia, 
pôr-se em evidência que muita confusão tem resultado da falta de normalização do nível 
de referência ou nível zero, P,. Com efeito, têm sido largamente usados todos os seguintes: 


1 mW (em 600 olims) 

6 mW (em 600 ohms 

e em 500 olims) 

IO mW (em 600 ohms) 
12,5 mW (em 600 ohms) 


O primeiro (1 m W em 600 ohms) tende hoje a normalizar-se em radiotéenia, ao 
passo que o segundo (6 m W em 600 ohms) se normaliza em telecomunicações por fios. 

À indicação da impedância faz-se para o caso em que haja necessidade de comparar 
correntes ou tensões desenvolvidas em impedâncias diferentes; mas não interessa quando 
se comparam simplesmente potências. 

Dada, pois, uma potência de Nap ou, como também se diz, um nível de Nap referido 
ao nível zero P,, isso significa que: 


3 T 
Nab= 10 log 10 a . ou log o- — Nab 


(1) Antigo cabo americano de calibre 19. 

(2) À freqtiência de 800 Hz. O enfraquecimento quantitativo de 0,947 db aplicava-se às outras freqtiências e 
chamava-se «milha de 800 ciclos». 

(3) Á freqtiência de 886 Hz, o enfraquecimento provocado por uma milha de cabo normal é tal que P,/P4=100,1, 


Pp 
ou seja, 10 log = 105< 0,1 =1, E o enfraquecimento que hoje se chama decibel, 
2 
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Resulta : 
Nab 
P = P,>x<antilog E 


Seja Np=—30db e P;=1 mW=0,001W; a potência que correspode ao 
nível será: 


P = 0,001 x< antilog 1 o = 0,001x 1000==1 W 


Confirma-se, déste modo, que, fixado o nível zero, qualquer nível em decibels equi- 
vale a um valor absoluto de potência. 

Apresentam-se agora exemplos numéricos do uso do decibel, que é a unidade 
logarítmica mais vulgarizada. 

Imagine-se que, na impedância terminal dum sistema eléctrico, a corrente é de 
1 mA, e que, devido à inserção de qualquer elemente novo no sistema, a corrente baixou 
para 0,3 mA. Como a impedância terminal não variou, P, P;==(I, L)º; pode, pois, 
usar-se a expressão em função das correntes: 


À RO 
Nap == 20 log jp —— = 20 >< 0,5025 
i “" qa 
= 10,46 db de perda ou enfraquecimento, 


Suponha-se, ao contrário, que o elemento novo introduzido no sistema foi um 
amplificador, e que, em resultado da sua acção, a corrente na impedância terminal subiu 
para 5 mÃ, Ter-se-ú: 


I 
nap = 20 logiy = 20x (— 0,7) (1 


= — 14 db de perda 
14 db de ganho, 


| 


De acórdo com a citada propriedade dos logaritmos, segundo a qual o logaritmo de 
qualquer número é igual e de sinal contrário ao logaritmo do seu recíproco, é possível 
usar sempre o têrmo maior em numerador, interpretando como ganho o resultado quando 
êsse valor maior provier da alteração. No exemplo anterior, ter-se-ia : 


-— 


nab = 20 log y - = 20) se OT (8) 


= 14 db de ganho. 


Não deve, evidentemente, perder-se de vista que, ao totalizar-se o resultado de 
alterações sucessivas, perdas e ganhos deverão ser afectados de sinais contrários na 
adição algébrica que os combina, 

O problema inverso — determinar a relação das potências quando é dado o número 
de decibels — vai agora exemplificar-se. 


(1) —01=1,8=(—- D+4(1—0,7), 


] 
(*) logo — = log 0,2=13=—0,7 
J 


log 10 — log 10 5 = 0,7 
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Imagine-se que houve uma perda de 18,06 db numa dada impedância; isso signi- 
fica que 


IO log ESA == 18,06 
Ps 


ou log * = 1,806 
Ps 


a | 
= antilog 1.806 = 64 

Ps 

I ci 

 =V6 =8 


Considerou-se anteriormente uma alteração de potência (também pode dizer-se uma 
alteração de nível) numa impedância dada, quer dizer num dado ponto; mas as unidades 
logarítmicas também podem usar-se para indicar uma diferença de nível entre dois pontos. 

Suponha-se um amplificador com uma entrada de 6 m W em 500 ohms e uma 
saída de 6 W, Pode dizer-se que o ganho em potência do amplificador é 1000 ; mas também 
pode dizer-se que o ganho do amplificador é de: 


Ddb == 10 logo 1000 = 20 db. 


Este número resultou duma comparação de potências ; é, por consegiiência, indepen- 
dente das impedâncias de entrada e de saída. Mas assim como se disse 6 m W em 500 ohms, 
poder-se-ia ter falado de 1,73 V em 500 ohms, maneira de dizer equivalente. Simplesmente, 
quando se cita a tensão de entrada, torna-se absolutamente indispensável especificar a 
impedância nos terminais da qual ela se mede, visto a tensão depender do valor da impe- 
dância mesmo que a potência seja a mesma. 

O uso de decibels aplicado a amplificadores com entrada de tensão (') apresenta 
particularidades que convém pôr em evidência. , 

Aparelhos como microfones e «pick-ups» são equivalentes a um gerador de tensão 
constante em série com a sua resistência interna equivalente. Se os cálculos não levarem 
êste facto em conta, induzirão em êrro, Vale a pena demonstra-lo com um exemplo típico. 

Considere-se um amplificador com uma entrada de 1 V através de 1 megaohm e 
uma saída de 2 W numa impedância de utilização de 5000 ohms. A tensão nos terminais 
desta impedância será: 


Es =/2 W + 50)0[) = 100 V 
O ganho em decibels calcular-se-á pela expressão : 


-á | 


Es 
Dab = 20 logio —— + 10 logro ” 
19 


= 20 logo 100 + 10 logro 200 
= 20>< 2 + 10><2,3 
= 63 db 


(1) Amplificadores excitados por uma tensão. Praticamente não consomem potência apreciável à entrada. 
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Este mesmo valor se obteria, evidentemente, se, em vez de se operar sôbre as ten- 
sões, se relacionassem as potências de entrada e de saída. A entrada, a potência é 
P = (1109W==14W; por consegiiência: 


nab = 10 logão Ea = 10 log E. —- = 10 log 2.10% 
à 10-—* 
= 10>x< 6,3 
«= 63 db 


Se, no mesmo amplificador, com a saída de 2 W em 5000 ohms, a tensão de 1 W à 
entrada fôr desenvolvida em 0,5 megaohm, o cálculo do ganho indicará 60 db. 

Ora um «pick-up» de cristal, nas freqiiências acústicas centrais, fornece prática- 
mente a mesma tensão através de impedâncias de 0,5 e 1 megaohm. Por conseqgiiência 
o mesmo amplificador, trabalhando com o mesmo «pick-up», fornece os ganhos diferentes 
de 63 e 60 db só pelo facto de se alterar de 1 para 0,5 megaohm o valor da impedância 
de entrada. 

O ganho de tensão de amplificadores refere-se fregiientemente a decibels; mas 
convém salientar que essa maneira de proceder despreza o segundo termo da expressão: 
20 log SÉ 4 10 logo 2! 

Es La 


O ganho de tensão, em decibels, difere, pois, do verdadeiro ganho do amplificador 
em decibels, o qual se refere, da definição, a uma relação de potências, a não ser quando 
Z, = Ls. Será, pois, conveniente assinalar que se trata de decibels de tensão ('). 


Unidades de volume ou de potências (Volume escrito Vu) 


Como se assinalou, a fixação do nível de referência, ou nível zero, permite usar as 
unidades logarítmicas para indicar potência. Mas, para que o resultado tenha significação 
precisa, torna-se necessário indicar o nível de referência. 

Tem-se recentemente generalizado o uso da nova expressão «Unidades de volume, 
vu», para afectar as indicações de potência em db quando se define, como nível zero, a 
potência de 1 mW em 600 ohms, que tende a normalizar-se em radiotecnia. Significa 
isto que: 

O nível de volume, ou de potência, em vu é numêiricamente igual ao número de db 
acima do nível de referência de 1! mW em 600 ohms. 

Nestas circunstâncias, como a definição da unidade já fixa o nível de referência, não 
há necessidade de indicá-lo no resultado. É qualquer nível em vu pode converter-se sem 
ambiguidade na equivalente potência em watts: 


r 


Pw = 0,001 x antilogm Ee 


Embora seja pleonástico, chama-se a atenção para o facto que em vu se podem 
apenas exprimir níveis de volume, ou de potência; sempre que se trate de exprimir rela- 


(!) «Decibels of voltage», dbv. 
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ções tem de usar-se o db (ou qualquer das unidades logarítmicas indicadas); será nomea- 
damente o caso do ganho dum amplificador ou da perda dum sistema atenuador. 

Nota-se que os indicadores de nível electro-acústicos, quando graduados em vu, 
devem possuir uma resposta, em função de freqiiência, que obedeça a características nor- 
malizadas, tendentes a levar em conta certas particularidades do ouvido humano. 

Valerá talvez a pena abordar mais pormenorizadamente alguns aspectos de aplica- 
ção técnica das unidades logarítmicas. Executar-se-á essa tarefa na primeira oportunidade. 
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TABELA | 
ACHAR: Relações de potências e 


de tensões 
de correntes 


DADO : Decibels 


OBSERVAÇÕES RESPEITANTES AO NÍVEL DE DECIBEL 


Para valores negativos (—) do decibel —- Ambas 
as relações de tensões e potências são menores 
do que a unidade. 

Usar as duas colunas da esquerda. 


Para valores positivos (+) do decibel — Ambas 
as relações de tensões e potências são maiores 
do que a unidade. 

Usar as duas colunas da direita. 


| Helação de | Relação de 
| porto ias tensões 
Exemplo — Dado: +91 db Acha: |[T—— = ea 
i O e | +9.14b | 8128 | 2.851 
— 91 db | 0.1230 | 0.3508 
— db +- — db -. 
<4— —> «— 
Relação de | Relação de db | tislação de | Relação de HRelação de | Relação + As “  YRelaçãode| Relação de ão de | Relação de 
tensões | potências tensões | potências tensões potências tensões A 
1.0000 1.0000 () 1.000 E. 000 «079 | 012 3.0 1.413 1.995 
9886 | .9712 a 1.012 1.023 6998 48985 3.1 1.429 : 43 
DTTQ2 9550 2 1.023 1.047 6918 4786 3.2 1.445 2.089 
661 | 9333 o 1.035 1.072 6839 4677 - 3,3 1.462 2.138 
9500 9120 4 1.047 1.096 6761 4DTl 3.4 1.479 2.188 
9141 | .8913 -D 1.059 1.122 6683 | .4467 3.5 1.496 2.239 
9333 | .8TI0 6 1.072 1.148 6607 4365 3.6 1,514 2.291 
9226 8911 É | 1.084 J.lY5 6531 | .4266 3.7 1.531 2.344 
9120 | 8318 | 8 | 1.096 | 1.202 .6457 4169 | 38 | 1.549 | 2899 
9016 | .8128 K 1.109 1.230 6383 AUTA 3.9 1.567 2.455 
S915 TAS 1.0 1.122 1.259 6510 951 4.0 1.985 912 
8810 TI62 11 1.135 1.288 6237 | .3890 4.1 1.603 3 9.570 
STO 1586 1.2 1.145 1,318 6166 3802 4.2 1.622 2.630 
S610 | 7418 | 1.3 | 1.161 | 1.349 6095 | 8715 | 43 | 1.641 | 2.692 
Sol 244 1.4 LATO 1.380 6026 3631 4.4 1.660 2.754 
8414 TOT9 1.5 1.189 1.413 5957 3048 45 1.679 2.818 
8318 6918 1.6 1.202 1.445 .D&88 3467 4.6 1.698 2.834 
8222 6761 1.7 1.216 1.479 9821 3385 4.7 1.718 2.951 
8128 6601 1.8 1.230 1.614 Dios 3311 4.8 1.738 3.026 
.SU3D 6457 1.9 1.245 1.549 0689 3236 4.9 I.T5S 3.090 
1943 6510 2.0 1.299 L.059 623 3162 2.0 1.775 3.162 
1852 6166 2.1 1.274 1.622 5559 3090 5.l 1.799 3.236 
72 | 6026 2.2 1.288 1.660 2495 SUL0 5.2 ) 820 3.911 
OTA 5888 2.3 1.303 1.698 5433 2951 D.3 1.841 3.388 
7586 DTD 2.4 1.318 1.738 310 2884 D.4 1.862 3.467 
1499 5623 2.0 1.334 1.778 5009 2818 5.0 1.884 3.548 
413 0495 2.6 1.349 1.820 0248 2754 5.6 1.905 3.631 
1328 DITO 2.1 1.365 1.862 0188 2692 D., 1.928 3.715 
1244 0248 2.8 1.380 1.905 5129 2630 5.8 1.950 3.802 
T161 abs Di Mi Mori Mid 2.9 1.396 1.950 DUTO 2570 5.9 1.972 3. | Aa | E 
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TABELA | (continuação) 


Relação de | Relação de db Relação de | Relação de Relação de | Relação de Relação de | Relação de 
tensões | potências tensões | potências tensões | potências tensões | potências 
«5012 29512 6.0 1.99) 5.981 5162 | .1000 10.0 5.162 | 10.000 
dA9DD | .2455 6.1 2.018 4OT4 3126 | .09772 10.1 3.199 | 10,23 
4898 2399 6.2 2.042 4.166 3090 | “09550 10,2 2.250 | 10.47 
1842 2344 6.3 2.065 4.269 3005 | .09333 10,3 d273 | 10,72 
.t786 | .2291 6.4 2.089 | 4.365 3020 | 09120 | 10.4 3.911 | 10,96 
4732 | .2239 6.5 2.113 4.467 2985 | .08913 10,5 2.300 | 11.22 
ATT 2188 6.6 2.138 4.571 2951 | .087T10 10.6 3.388 | 11,48 
4624 2138 6.7 2.163 4.677 2917 | .08511 10.7 3,428 | 11.75 
AS 2089 6.8 2.188 | 4.786 2884 | .08318 10,8 3.407 | 12.02 
4DI9 2042 6.9 2.213 4.898 2851 | .08128 10.9 3.008 | 12.30 
«1467 1995 74) 2.259 012 2515 07943 14.0 3.545 12.59 
+16 1950 Tl 2.265 9.129 2786 | 077692 1.1 3.089 | 12.88 
4365 1905 1.2 2.291 5.248 2704 | 07586 11.2 3.631 13.18 
4315 | .1862 3 2.317 5.370 123 | .07413 11.3 d073 | 13,49 
4266 1820 1.4 2,344 5.495 2692 | .07244 11,4 SD | 13.80 
4217 ATTB 1.5 2.371 5.623 2601 | .OTOT9 11.5 3.108 | 14.13 
4169 1738 1.6 2.399 D.754 2630 | 06918 11.6 3,502 | 14.45 
4121 1698 revi 2.421 5.888 2600 | .06761 11.7 3.846 | 14,79 
AOTA 1660 1.s 2.455 6.026 2970 | 06607 11.8 3.890 | 15.14 
4027 | .1622 1.9 2.483 6.166 20941 06457 11,9 3.956 | 15.49 
«5951 Aos5 8.0 2.512 6.510 2,012 06310 12.0 3.951 15.55 
5936 1549 8.1 2.541 6.457 2483 | 06166 12.1 4.027 | 16.22 
3890 ADl4 8.2 2.570 6.607 2455 | .06026 12.2 4.074 | 16.60 
3846 479 8.3 2.600 6.761 2427 | .05888 12.3 4.121 | 16.98 
3802 1445 8.4 2.630 6.918 2599 | 05754 12.4 4.169 | 17.38 
3758 A413 8.5 2.661 7.079 oil | 05623 12,5 4.217 | 17.78 
5715 1380 8.6 2.692 1.244 2344 | 05495 12.6 4.266 | 18.20 
30673 1349 8.7 2.123 7.413 2317 | 05370 12.7 4.315 | 18.62 
3631 1318 8.8 2.754 1.586 2291 | 05248 12.8 4.365 | 19,05 
5589 1288 8.9 2.786 7.762 2265 | .05129 12.9 4.416 | 19.50 
«SAS 1259 9.0 2.815 7.943 2259 09012 13.0 4,467 19.95 
3508 1230 9.1 2.851 8.128 2213 | 04898 13. 4.519 | 20,40 
3467 1202 9.2 2.884 8.318 2188 | 04786 13.2 Ao] | 20,89 
3428 ATE 9,3 2.917 8.511 2163 | 04677 13,3 4.624 | 21.38 
3388 1148 9.4 2.951 8.710 2138 | 04571 13.4 4.677 | 21.88 
3350 1122 9,5 2.985 8.913 2113 | 04467 13.5 4.732 | 22.39 
311 1096 9.6 3.020 9.120 2089 04365 13.6 4.186 | 22.91 
3273 1072 9.7 3.055 J.333 2065 | 04266 13.7 4.842 | 23.44 
3236 1047 9.8 3.090 9,590 2042 | 04169 13.5 4.898 | 23.99 
3199 1023 3.9 3.126 9.772 2018 | 04074 13.9 4.955 | 24.55 
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Relação de | Relação de 


76 


d b 


TABELA | (continuação) 


Relação de 


Relação de 


tensões | potências | tensões | potências 
4995 10395 14.0 5.012 25.12 
A9T2 | .03890 14,1 D.OTO | 25.70 
1950 | 03802 14.2 D.129 | 26.30 
A92s | .087I5 14.3 5.188 26.92 
1905 | .0363] 14,4 5.248 27,54 
18584 | .03548 14.5 5.809 28.18 
1862 | 03467 14,0 5.370 28.84 
1841 (03888 14.7 5.433 29,51 
1820 | .03311 14.8 5.495 30.20 
799 | .03236 14.9 5.559 | 30.90 
ATIS | 03162 | 15.0 5.623 | 31.62 
1758 | 03090 15.1 5.089 | 32,36 
1788 | .03020 | 15.2 5.754 | 3311 
TIS | .02951 15.3 5.821 32.88 
1698 | 02884 15.4 5.888 34.67 
| 
AGTO | .02818 15.5 5.957 35.48 
1660 | .09754 15.6 0.026 36.31 
641 02692 15.1 6.095 SU.LO 
1622 | 02630 15.8 0.166 38.02 
1603 02517 15.9 6.237 | 38.90 
45585 aaa | 16.0 6.310 39.81 
1567 | 02455 16.1 (5.383 40.74 
1549 | 02399 16.2 (3.451 41.69 
1531 02344 16.9 6.531 42.66 
A5bl4 | .02291 16.4 0.607 43.05 
| 
446 02239 16.5 0.083 | 4407 
A479 | .02188 16.0 6.761 45.71 
1462 | .02138 16,7 0.839 46.77 
1445 | .02089 16.8 6.918 47.86 
1429 | 02042 16.9 0.998 48,98 
AM | 01995 17.0 7.079 50.12 
1396 | .01950 17.1 7.161 51.29 
4380 01905 17.2 1.244 52.48 
1365 | .01802 17.3 7.828 53.70 
1349 | .01820 17.4 7.413 53.95 
18384 | .O1778 17.5 7.499 56.23 
4318 OlT3S 17.6 1.980 51.54 
1803 | .01698 dy dg T.OTA4 58.88 
1288 01660 17.8 7.762 60.26 
274 01622 17.9 1.852 61.66 
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Relação de| Relação de Ab Relação de | Relação de 
tensões | potências tensões | potências 
| 
4299 | Mloso 15.0 7.943 65.10 
1245 01549 18.1 8.035 04.57 
4230 01514 18.2 8.128 66.07 
4216 O14T9 18.3 8.222 67.61 
1202 | QM1d445 18.4 8.918 69.18 
1159 OIS 18.0 sd4Id4 0 TO 
AITo 01380 15.6 8.511 | 72.44 
1161. .01349 18.7 8.640 14.15 
1148 | 01318 | 188 | 8.710 | 75.86 
1135 | .01288 18.9 8.811 11.02 
44142 | 014259 19.0 s.943 79.43 
1109 | .01230 | 19.1 9.016 | 81.28 
1096 | 01202] 192 | 9.120 | 83.18 
JOS4 OITO 19.3 9.226 89.11 
AUTa OLI4s 19,4 9.355 87.10 
1059 01192 19.5 9,441 89,13 
1047 | 01096) 196 | 9.550 | 91.20 
1035 | 01072 19,7 9.661 93.33 
1023 01047 19.8 Oia 95.50 
1012 01023 19.9 9.880 91.12 
4000 01000 | 20.0 | 10.000 | 100.00 
— db + 
<«— —> 
Relação de | Relação del db Relação de Relação de 
tensões potências tensões potências 
3462 >< 10-*| 40" 10 d. 162 | 10 
J0-* | 10-º 10 IO | 10? 
3.162><10-* | 10-s 20 | 3.162x10 | 10º 
4] 10º 50 10*|] 14 
3162 >00-*| 10º dO | 3.162><10º | 105 
10 | 10º 60 103. 10% 
3.162 ><10-+| 107 TO | 3.162>x< 103 | 10? 
10-*| 10-$ 80 10*| 10% 
3.162 ><10-* | 10 90 | 3.162x10*| 10º 
10 | 40-8 | 400 10º | 401 


TABELA Il 


DADO : Relações de | tensão ACHAR: Decibels 


corrente 


RELAÇÃO DE POTENCIAS 


“Para achar o número de decibels cor- tade do número de decibels encon- 
respondente a uma dada relação de | trado. 


potências — Considerar a relação de po- Exemplo — Dado: uma relação de potên- á 

tências dada como uma relação de tensões ias icual a 8.4] i 

e procurar o número de decibels corres- ” da 

pondente. Procurar 3,41 na tabela: 

O resultado desejado é exactamente me- 3,41 —> 10,655 db > 1X — 58328 db 

) E, | 
” | | 
E o | 02 | OS ,| 04 | 05 06 OT | Os 09 

1.0 000 506 1472 «204 541 424 06 SN 665 4) 
11 828 906 984 | 1.602 1.138 1.214 | 1.289 | 1.364 | 1.437 1.511 
1.2 1.584 | 1.656 | 1.727 | 1.798 1.868 1.938 | 2.007 | 2.076 | 2.144 | 2.212 
1,3 2.279 | 2.345 | 2.411 | 2.477 | 2.542 2.606 | 2.671 | 2.734 | 2.798 | 2.8€0 
1.4 2.923 | 2.984 | 3.046 | 3.107 | 3.167 3.227 | 3.287 | 3.346 | 3.405 | 3.464 
1.5 3.522 | 3580 | 3.637 | 3.694 | 3.750 | 3.807 | 3.862 | 3.918 | 3.973 | 4,028 
1.6 4.082 | 4.137 | 4.190 | 4.244 | 4.297 4.350 | 4.402 | 4.454 | 4.506 | 4.558 
1. 4.609 | 4.660 | 4.711 | 4.761 4.811 4.861 | 4,910 | 4.959 | 5.008 | 5.057 
1.8 5.105 | 5.154 | 5.201 | 5.249 | 65.296 0.343 | 5.890 | 5.437 | 5.483 | 5.529 
1.9 5.575 | 5.621 | 5.666 | 5.711 5.756 | 5.801 | 5.845 | 5.889 | 5.933 | 5.971 
2.0 6.012) 6.064) .6107 1 .6150 6.193 6.235 | 6.277 | 6.519 | 6.361 6.403 
2.1 6.444 | 6.486 | 6.527 | .6568 6.608 | 6.649 | 6.689 | 6.720 | 6.769 | 6.809 
2.2 6.848 | 6.588 | 6.297 | 6.966 7.008 7.044 | 7.082 | 7.121 | 7.159 7.197 
2.3 1.235 | 7.272 | 7.810 | 7.347 7.384 7.421 | 7.458 | 7.495 | 7.532 | 8.568 
2.4 7.604 | 7.640 | 7.676 | 7.712 1.748 1.783 | 7.819 | 7.854 | 7.889 1 924 
2,0 1.959 | 7.993 | 8.028 | 8.062 8.097 | 8.131 | 8.165 | 8.199 | 8.232 | 8.266 
2.6 8.299 | 8303 | 8.366 | 8.399 | 8.432 8.46D | 8.498 | 8.530 | 8.563 | 8.595 
2.7 8.027 | 8.659 | 8.691 | 8.723 | 8.755 | 8.787 | 8.818 | 8.850 | 8.881 8.912 
2.8 8.943 | 8.974 | 9.005 | 9.086 | 9.066 9.097 | 9.127 | 9.158 | 9.188 | 9.218 
2.9 9,248 | 9.278 | 9.308 | 9.337 | 9.367 9.396 | 9.426 | 9.455 | 9.484 | 9.513 
>.) 9.042 | 9.571 | 9.600 | 9.629 9,657 9.686 | 6.714) 6.743 | 9.771 9.799 
3.1 9.827 | 9.855 | 9.883 | 9.911 9.939 | 9.996 | 9.994 | 10.021 | 10.049 | 10.076 
3.2 | 10.103 | 10.170 | 10.157 | 10.184 | 10.211 | 10,238 | 10.264 | 10.291 | 10.317 | 10.344 
3.3 | 10.370 | 10.397 | 10.423 | 10.449 | 10.475 | 10.501 | 10.527 | 10.653 | 10.578 | 10.604 
3.4 110.620 | 10.655 | 10.681 | 10.706 | 10.731 | 10.756 | 10.787 | 10.807 | 10.832 | 10.857 
3.5 | 10.881 | 10.906 | 10.931 | 10.995 | 10.980 | 11.005 | 11.029 | 11.053 | 11.078 | 11.102 
3.6 | 11.126 | 11.150 | 11.174 | 11.198 | 11.222 | 11.246 | 11.270 | 11.293 | 11.317 | 11.341 
3.7 | 11.264 | 11.987 | 11.411 | 11.434 | 11.457 | 11.481 | 11.504 | 11.527 | 11.550 | 11.573 
3.8 | 11.596 | 11.618 | 11.641 | 11.664 | 11.687 | 11.709 | 11.732 | 11.754 | 11.777 | 11.799 
3.9 | 11.821 | 11.844 | 11.866 | 11.888 | 11.910 | 11.932 | 11.954 | 11.976 | 11.998 | 12.019 


TECNICA 
77 


Relação 


de tensões 
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TABELA | | (continuação) 


| o! 0? 


12.041 | 12.063 
12.256 | 12.277 
12.465 | 12.486 


12.699 


12.869 | 


13.004 
13.255 
13.442 
13.625 
13.804 


13.979 
14,151 
14.320 
14.456 
14.648 


14.807 
14.964 
15.117 
15.209 
15.417 


15.565 


15.707 | 


15.848 
15.987 
15.124 


16.258 
16.391 
16.521 
16.650 


16.777 


16.902 
17.025 
17.147 
17.266 
17.385 


17.501 
17.616 
17.730 
17.842 
17.953 


ssa — o 


12.690 
12.889 


13.084 
13,274 
13.460 
13.643 
13.822 


13.997 
14,168 
14,337 
14.502 
14,664 


14.828 | 


12.085 
12.298 
12.506 
12.710 
12.908 


13.103 
13.295 
13.479 
13.661 
13.839 


14.014 
14,185 


14,353 | 
14.518 | 
14.680 | 


14.839 | 
14879 | 14.995 | 


15.133 | 14.148 


15.284 
15.432 


15.577 
15.721 
15.862 
16.001 
16.131 


16.272 
16.404 
16.534 
16.663 
16.790 


16.914 
17.037 
17.159 
17.278 
17.396 


17.513 
17.628 
17.741 
17.853 
17.964 


14.298 


14.446 | 


15.992 


15.735 | 


15.876 
16.014 
16.151 


16.255 
L6.417 
16.547 
16.676 
16.802 


16.927 
17.050 
I7IATA 
17.290 
17.408 


17.524 
17.639 
17.752 
17.864 
17.975 


03 


12.106 
12.519 
12.527 
12.730 
12.928 


13.122 
13.312 
13.497 
13.679 
13.857 


14.031 
14.202 
14.370 
14,535 
14,696 


14.855 
15.010 
15.163 
15.313 


lo.460L | 


19.606 
15.749 
15.890 
15.025 
15.164 


16.298 
16.130 
16.560 
16.688 


16.815 | 


16.939) 
17.062 
17.183 
17.302 
17.420 


17.536 
17.650 
17.764 
17.875 
17.985 


04 


1 428 


12.340 
12.047 
12.750 
12.948 


13.141 
13.330 
13.516 
13.697 
13.875 


14 049 


14.219 
14,387 
14.551 
14,712 


14.570 
15.026 
15.178 
15,325 
15.476 


15.621 
15.763 
15.904 
16.042 
16.178 


16.312 
16.443 
16.573 
16,701 
16.827 


16.951 
17.074 
17.195 
17,914 
17.431 


17.547 
17.662 
IT 
17.886 
17.996 


Rs) 


12.149 
12.361 
12.568 
12.770 
12.067 


13.160 
13.349 
13.534 
13.715 
13.892 


14.066 
14.236 
14,403 
14.547 
14.728 


14.886 
15.041 
15.193 
15.943 
15.490 


lo. 655 
15.778 
15.918 
16.055 
16.19] 


16.325 
16.450 
16.586 
16.714 
16.840 


16.964 
17.056 
17.207 
17.326 
17,443 


17.559 
17.673 
17.786 
17.897 
17.007 


«06 


12.471 
12.382 
12.588 
12.790 
12.987 


13.179 
13.368 
13.052 
13.733 
13.910 


14.053 
14,253 
14,420 
14.553 
L4,144 


14.902 
14.056 
14.208 
14.358 
14,505 


19.649 
15.792 
15.931 
16.069 
16.205 


16.338 
16.469 
16.599 
16.726 
16.852 


16.976 
17.098 
17.219 
17.338 
17.455 


17.570 
17.685 
17.797 
17.908 
18,018 


7 


12.192 
12.403 
12.609 
12.810 
13.006 


13.198 
13.556 
13.570 
13.751 
13.927 


14.100 
14.270 
14.436 
14,599 
14.760 


14.917 
15.072 
15.224 
15.373 


15.519 


19.664 
15.806 


| 15.945 


16.083 
16.218 


16.351 
16.483 
16.612 
16.739 
16.865 


16.95 
17.110 
17.231 
17.349 
17.466 


17.582 
17.696 
17.808 
17.919 
18.029 


JS 


12.218 
12,424 
12.629 
12.829 
12.026 


13217 
13.405 
13.559 
13.768 
13.945 


14.117 
14.257 
14.455 
14.616 
14,776 


14,993 
15.087 
15.239 
15.855 
15.534 


19.675 
15.520 
15.959 
16.096 
61.232 


16.305 
16.496 
16.625 
16.752 
L6,577 


17.001 
17.122 
17.243 
17.361 
17,478 


17.593 
17.707 
17.820 
17.931 
18.040 


09 


12.234 
12,444 
12.649 
12.849 
13.045 


13.326 
13.423 
13.607 
13.786 
13.962 


14.134 
14,303 
14,469 
14.632 
14.791 


14.045 
15.102 
15.254 
15.402 
15.549 


15.692 
15.834 
15.973 
16.110 
16.245 


16.375 
16.509 
16.637 
16.764 
16.890 


17.031 
17.135 
17.255 
17.373 
17.490 


17.605 
17.719 
17.831 
17.942 
18.051 


| 


E a o TR 


de tensões 


00 00 GO 90 GO GO Go 00 Do» 
o QN ma = 


coa 


de Mao aj SO 3 
> tg ivm = 


> so so to co 
od IGRO 


Relação 


de tensões 


00 


18.062 
18.170 
18.276 
18.382 
18.486 


18.588 
18.690 
18.790 
18.890 
18.988 


19.085 
19.181 
19.276 
19.370 
19.463 


19,554 
19,645 
19.735 
19.825 
14,913 


20.000 | 


26.021 
27,042 
92.041 


33.979 
39.063 
36,902 
38.062 
39,085 


40.000 


| 


15.073 
18.180 
18.287 
18.342 
18.496 


18.599 
18.700 
18.800 
18.900 
18.998 


19.094 
19.140 
19.285 
19.379 
19.472 


19,064 
19,694 
19.744 

19.833 
19,921 


20.828 
20.444 
20,827 
32,256 


34,151 
35.107 
37.025 
38.170 
39.181 


13.083 
18.191 
18.297 
18.402 
18.506 


18.609 
18.710 
18.810 

18.909 


19.007 | 


19,104 
19.200 
19.295 
19.388 
19,481 


19.573 | 
19,604 | 


19.755 
19,842 
19.930 


21.954 
26.848 
30.103 
32.465 


34,320 
30.848 
d7.147 
38.276 
39,276 


15.094 
18.202 
18.308 
18.413 
18.517 


18.619 
18.720 
18.820 

18.919 


19,017 


ER E Ea 


19.209 
19,304 
19.398 


19.490 | 


19.582 
19.673 
19.762 
19.851 

19.939 


34,486 
39.487 
37.266 
38.382 
39,570 


“do E? 


18.105 [18.116 [18.127 48.137 | ASAS | 18459 
18.212 | 18.223 | 18.234 | 18.244 | 18.255 | 18.266 
18.819 | 18.329 | 18,340 | 18.350 | 18.361 | 18.371 
18.423 | 18,484 | 18.444 | 18.455 | 18.465 | 18.475 
18.527 | 18.537 | 18.547 | 18.558 | 18,568 | 18.578 
18.629 | 18.639 | 18.649 | 18.660 | 18.670 | 18.680 
18.730 | 18.740 | 18.750 | 18.760 | 18.770 | 18.780 
18.830 | 18.840 | 18.850 | 18.860 | 18.870 | 18.880 
18.929 | 18.939 | 18.949 | 18.958 | 18.968 | 18.978 
19.027 | 19.036 | 19.046 | 19.056 | 19.066 | 19.075 
| 
19.423 [19.433 [491443 | 19.152) 19,462 | 49471 
19.219 | 19.228 | 19.288 | 19.247 | 19.257 | 19,265 
19.813 | 19.328 | 19,332 | 19,842 | 19.351 | 19.360 
19.407 | 19.416 | 19.426 | 19.435 | 19.444 | 19.453 
19.499 | 16.509 | 19,518 | 19.527 | 19.586 | 19,545 
19.591 | 19.600 | 19.609 | 19.618 | 19.627 | 19.636 
19.682 | 19.691 | 19.700 | 19.709 | 19.718 | 19,726 
19.771 | 19.780 | 19.789 | 19.798 | 19.807 | 19.816 
19.860 | 19.869 | 19.878 | 19.886 | 19.895 | 19.904 
19.948 | 19.956 | 19.965 | 19.974 | 19.983 | 19.991 
| 

4 | b | 6 | 7 - 9 
22.923 | 23.522 | 24,082 | 24.609 | 25.105 | 25.575 
27.604 | 27.959 | 28.299 | 28.627 | 28.943 | 29.248 
30.630 | 30.881 | 31.126 | 31.864 | 81.596 | 31.821 
32.869 | 33.064 | 33.255 | 83.442 | 33.695 | 33.804 
34.648 | 34.807 | 34.964 | 85.117 | 35.269 | 35.417 
36.124 | 36.258 | 36.891 | 36.521 | 36.650 | 36.777 
37.885 137.501 | 87,616 | 37.730 | 37.842 | 37.953 
38.486 | 38.588 | 38.690 | 38.790 | 38.890 | 38.988 
39.463 | 39.554 | 39.645 | 39.735 | 39.825 | 39.913 
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TABELA | | (continuação) 


79 


po 


e 
OLX ISO QL ma 


Bel. de 
cum plit, 


1 

1,122 
1,259 
1,413 
1,585 
1,778 


Valores > 1 


el. de 


potências 


1 

1,259 
1,585 
1,995 
2.512 
3,162 
3,981 
5,012 
6,310 
7,948 


db 


CLS daN S 


TABELAS RESUMIDAS 


Rel. de 


potências 


É = I03'R 
Sa 


Valores <.] 


db 


80,00 
33,01 
34,77 
36,02 
36,99 
37,78 
38,45 
39,03 
39,54 
40,00 


db 


60,00 
66,02 
69,54 
72,04 
73,98 
75,56 
76,90 
78,06 
79,08 
80,00 


Rel. de 
amplie. 


1 
0,891 
0,794 
0,707 
0,631 
0,562 
0,501 


0,01 


0,003162 


0,001 
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Uma simplificação ao traçado das linhas de 


influência de certos eleitos, em arcos encastrados” 


PELO ENG. civit (u. Pé.) DANIEL MARIA VIEIRA BARBOSA 


Todos sabemos o interêsse que tem no estudo de certas estruturas e, muito especial- 
mente, no estudo das pontes, o traçado das linhas de influência; compreende-se, assim, 
a vantagem que traz ao engenheiro qualquer simplificação nos métodos correntemente 
seguidos, razão justificativa do estudo que se segue. 


Seja o sistema três vezes hiperstático que é um arco encastrado nas nascenças, escla- 
recendo-se desde já que neste elemento construtivo não olho a forma como característica 
primordial: considero como arco tôda e qualquer estrutura que, sob a acção de cargas 
verticais, produz reacções oblíquas nos apoios; assim se aceita que o seu eixo ou directriz 
possa ser uma linha qualquer, inclusivamente formada por porções rectas buscando apoio 
em pilares extremos, ou seja um pórtico. 

Grande número de autores estabelecem fórmulas que permitem determinar as linhas 


de influência para os momentos e esforços axiais e transversos (M, N e T) numa qualquer 
das suas secções; cálculos analíticos, mais 
ou menos complicados, permitem, partindo 
delas, determinar as referentes às secções 
restantes. 

Mesmo aquêles que preconizam os mé- 
todos de integração gráfica para a resolução, 
senão de todo, pelo menos de parte do pro- 
blema, não conseguem subtrair o projectista 
a um trabalho exaustivo e, muitas vezes, 
deveras complicado. 

Parece-me possível evitar tais inconve- 
nientes, adoptando um processo gráfico extre- 
mamente simples para o traçado das linhas 
de influência e que, para mais, se apresenta 
com o aspecto de grande generalidade. Fig. 1 

O leitor pode cingir-se à «Pratique du 
Calcul du béton armé — 3.º partie — Caleul 
des ares», do Prof. Magnel, para melhor acompanhar o raciocínio que se segue. 

Consideremos um arco simétrico, encastrado, de corda | e de flecha f e, no seu 
plano, um sistema de eixos coordenados Cx, Cz cuja origem coincide com o seu centro 
elástico (fig. 1). 

Partindo duma solicitação qualquer e, por exemplo, escrevendo as expressões do 
trabalho de deformação do arco e atendendo ao 2.º teorema de Castigliano, é fácil chegar 


às expressões para as linhas de influência dos M, N e T na secção do fecho; são elas: 


(1) Dum trabalho em preparação Cálculo das pontes, em arco, de alvenaria, betão e betão armado, 
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1)— Linhas de influência para fôrças verticais: 


l 


Ta 1 goal o 
nfs ql | ii ee ds 
T = E 


(1) 
+35 2 +35 ta 
ls x E da tl sena 
4 4 1 
2 » RR 2 
sf e lb ds + f dia e 2 ds | 
N=— —k- ml dão (2) 
vá z2 ã PT conta 4 
com OS 
/ a É +f 1 Q 
2 
RA 1 
.2 7 
fifa 
=N(—-)+— — duo (3) 
+27 ds 
f Ar 
2 
2) — Linhas de influência para fôórças horizontais: 
1 v 1 
IN XZ ds vo [- x a "2 cosa sen ds 
— to 2 das isenta 
Tr 1 Xo I Xo Q 
Tas 3 9 
X sen? a 
q Í e 
j + d i + | $) 
ae) 2 
1 1 | 
E 2 4? E 
to | A e da | —— ds 
a DR ie (5) 
PT +2 cos? a 
f a +[ a d 
2 
1 A 
2 ds 2 7 
to | 1—J.To 
M=N(t—e) ne eai (6) 


Da forma do arco se deduz a função z==7 (x); sendo x a variável de integração, 


. * dx 
exprimir-se-á ds como ——., 
cos & 
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O considerar, ou não, nestas fórmulas os termos em sena e em cosa depende, natu- 
ralmente, do tipo do arco de que se trate; num arco abatido, por exemplo, os termos em 
cos” « podem ser de grande importância, embora sejam, naturalmente, desprezáveis os 
termos em sem” a. 

Num arco em forma de pórtico, porém, nem uns nem outros podem ser, por 
princípio, sistemiticamente desprezados, visto depender da inclinação da secção conside- 
rada em relação à vertical do fêcho o critério a adoptar: numa secção inclinada de 45º, 
por exemplo, os termos em sen? «, cos” « e sena cosz podem ter importância de relêvo 
nas expressões dos M,, N, e T;(). 

Nos arcos muito abatidos, nem sempre é legítimo desprezar as deformações por 
esfórço cortante, o que conduz às expressões: 


| | | 
e - Pa a "2 senta E [2 cosa 
%o | — ds e À ds — | -— ds — E! —— ds 
T «2 à É Zu GJa BL 


2 x? ai sen? q E id: cos? a 
ds + — ds + ds 
4 l Q as A L 
4 
| | 


I 
2 2 Dus Pê 
s[ Z ds [ XZ2 3. -— É [ sena cosa 
I I G dá Q 


N Era e“ Xo . o (8) 

TT a Sica "2 costa de 4 E (TZ senta | 

—— ds ds + — — ds 

la I Ns Q , q) | Q 
2 , e 
| + 
"2 ds 1 E 
Xo EI — + 
M=N(t—ç)+ E (9) 
+5 


E 
cul Eu 
7a 


“ 


E: 
E e G representam os módulos de elasticidade longitudinal e transversal, respectivamente. 
Observe-se que por x, se designa o valor limite inferior de x, variável cujo valor 


. “ - l . . mu * 
limite superior é q: 8 abscissa do ponto de aplicação de P== 1; q refere a abscissa cor- 


rente dum ponto qualquer do arco carregado em x,. 
| | 
. 2 ] aee Ea 
Quere dizer que ) representa a integração no intervalo x, - <e, | representa 
q a 


E 


a integração estendida a todo o arco. 

Estamos, assim, em face de dois integrais distintos; os do denominador, de limites 
constantes, e os do numerador, de limites variáveis. 

Por z, representa-se a ordenada do ponto de aplicação de P==1, referindo z a 
ordenada corrente dum outro ponto qualquer do arco carregado em gz,. 


(1) Magnel diz considerar desprezáveis, em todos os casos práticos, os termos em sen x; esta generalização, tal 
como Magnel a estabelece, so tem cabimento quando por arco se denominam genéricamente, dentro das estruturas con- 
sideradas, as de forma curva com tangentes, nas origens, de grande inclinação ; o exemplo do cáleulo numérico dum 
pórtico, de que Magnel se serve para demonstração prática do seu processo de integração, seria incompatível com a 
generalização feita, 
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Cada autor procura um processo de integração mais original ou mais simples; seja 
por via analítica, seja por via gráfica, a integração é sempre trabalhosa e só ao fim de 


contas laboriosas se encontram as linhas de influência dos M, N e T' na secção do fecho 
e, deduzidas destas por um cálculo estático, extenso, as linhas de influência em qualquer 
outra secção, 


Método proposto 


a) Determinação dos M, N e T 

Antes de tratar, própriamente, da determinação dos M,, N, e T, em qualquer 
secção depois de conhecidos os M, N e T' na secção do fecho, vejamos alguma coisa 
hcérca da determinação dêstes por meio duma integração gráfica; o processo que vou 
seguir baseia-se, essencialmente, na consideração dos pesos elásticos e não tem, por isso 
mesmo, originalidade. 

Simplesmente porque nele se apresentam certas simplificações, que me parecem prá- 
ticas, julgo de interêsse expô-lo. 

Faremos o cálculo dos integrais por quadratura, substituíndo-os por somatórios, onde 
os ds passam a AS que representam, assim, os comprimentos das partes em que se considera 
o arco dividido, e que podem ser constantes ou variáveis mas sempre tão pequenos 
quanto possível. | 

No caso da fig. 2, a divisão fez-se, simttricamente, em 10 partes, representando-se 
por um número a posição do centro de gravidade da secção média correspondente. 


Fig. 2 
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ci As 
Consideram-se actuando nos diferentes pontos 1, 2, 3...... 10,08 pesos — respeo- 


N E AS 
E ee (68 
micos de tal modo que as direcções das fórças sejam paralelas aos eixos Cx e Cz e obri- 
gando-os a uma mesma distância polar H, Quere dizer que os lados I e I são coincidentes 


com a bissectriz do ângulo A DB. 

A determinação do centro elástico (' do arco é assim, como se sabe, imediata e porque 
para cada um dos troços de comprimento AS, conhecemos os valores de 2 e | da respectiva 
secção média, bem como as coordenadas x e z do seu centro de gravidade, (consideradas 


positivas ou negativas, conforme as convenções que se adoptem) ficamos a conhecer as rela- 
Ses AS AS 
Ó piada 
, ai 
Preenche-se, de seguida, a parte do quadro de cálculo correspondente às caracterís- 


ticas do arco, ou sejam as colunas 1,2,3,4,5,7,8€e 9. 


. . [A Ss o. d 1 . di 4 
tivos e que designaremos por ) É , construíndo-se dois diná- 
Lo 


e tg). 


a AS na a 
As colunas 3 e 6 dão-nos os valores dos — parciais e totais parciais, respectivamente ; 


quere dizer, os valores parciais correspondentes aos pontos 1, 2,3, 4,5 e às resultantes 
dos valores correspondentes aos pontos 1, 1e 2, 1e2e3, etc. 
| é 
, % As a "2 ds : 
Cada valor da coluna 6 representa o — porque se substituíu o J  * que diz 
Xo Xo 


respeito à resultante de tôdas as fôrças à esquerda do ponto de abscissa x,('); o valor da 


coluna 6, linha e refere a resultante do meio arco, igual à soma dos valores parciais 


AS 
— da coluna 5, linha /, e que representaremos por Ry. O valor da mesma coluna, 


+ 
é j " tds 
linha 9, diz respeito à resultante para todo o arco e corresponde ao | E 
ta-se por R,. a 


| represen- 


no) 


Nas colunas Z0 a 19 apontam-se os valores necessários ao cálculo das expressões que 
permitem determinar os M, Ne T. 

Os valores (1)—(2) H, (2)-(3). H, (3)-(4). H,..... representam os momentos 
estáticos dos pesos elásticos —. correspondentes aos pontos 1, 2, 3....,e em relação 


ao eixo Cx; referem-se na coluna 70. Os totais parciais, referidos na coluna 1Z, repre- 
l | 


E 248 EE: 
sentam, para cada secção, os valores dos > r * por que se substituíram os Í r ds. 
Xo 


“ Xs 


Os valores relativos à linha q, ou sejam os correspondentes a todo o arco, são nulos 
(A, ==0) visto o eixo Cz ser um eixo baricêntrico. 

Não há necessidade de medir, no eixo Cx, os valores interceptados pelos lados suces- 
sivos do funicular correspondente para se determinarem os respectivos momentos está- 
ticos; com efeito, dada a igualdade dos triângulos DEP e DFP (fig. 2) e a semelhança 
com os triângulos () (1) (2) —eixo CZ — e S (1) (2) — eixo Cx — conclui-se que 


DS « D-O 


X4 Z| 


(') Não nos preocupamos, por agora, com a questão dos sinais, pelo que consideramos o meio arco da esquerda 
como se se tratasse do meio arco da direita. 
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donde M 4 == Oy tg U 


A, 


* - “ A ho E» 
designando por ar! o momento estático do pêso elástico [=] em relação a Ux e por ay, 
/1 


à : A AS o 
o momento estático do pêso elástico ( co em relação a Cz. 


O mesmo se concluía para os momentos parcelares restantes. 

Assim se preencheram as colunas 12 e 13, em que os totais se estabeleceram de modo 
semelhante aos totais parciais anteriores. 

O valor da coluna 13, linha e, igual ao da 12, linha /, representa o somatório 
l | 
Zas . a à 
s——2=(. porque substituímos o “ds; são nulos, naturalmente, os valores corres- 

I I 

o 
pondentes ao arco todo (linha 9). 


2 
Os integrais do tipo f E ds e f 


. za 
I 
” 1 


a. na AS . 
er: referem momentos de inércia dos pesos , em relação aos eixos Oz e Ux, res- 


pectivamente. 
Atendendo à semelhança dos triângulos dos dois polígonos funiculares, conclui-se que 


o e 
ds ou, no caso considerado, os somatórios > Ea 


N, = |, tg? WU 
e assim sucessivamente. 
Por outro lado não chega a haver necessidade da determinação de qualquer momento 
de inércia na construção gráfica feita, o que obrigava a medir uma área se quiséssemos 


aplicar o método de Mohr, por exemplo; de facto, porque o momento de inércia dum qual- 
AS 
quer pêso Er. é dado pela relação 


A ' À AS AS AS 
o momento de inércia dum sistema de pesos “> ro T ) + por exemplo, será 
l 2 ' 3 


an 8 .2 2 2 
en i M Í MN a M 


[= = — gi 


& (AS as hi AS “E 
) ETA xr cp! 


Assim se preencheram as colunas 14, 15, 16 e 17 de tal modo que qualquer valor 
l 


"2 


2AS8 É 2 
da 15 representa o > EÃ x* por que substituímos o | é ds correspondente; os valores da 


| ii 


' ú 27 
coluna 17 dizem respeito aos | — ds. 


O valor referido na coluna 15, linha e, igual ao da 14, linha f, diz respeito ao 
l 

=| o 

“x? ds. 

] 


E) 4 | . 
) a 5 (B;= z ne 2) y dando-nos o da coluna 14, linha g, o relativo ao [ 
5 “ 


O mesmo se diria para os momentos de inércia em relação ao eixo Cx (colunas 
16 e 17). 
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Claro que se os Yi tg % da coluna 12 representam momentos estáticos parciais dos 


4 o Á S . a) ” [4 AO 
pesos elásticos Er] considerados, os produtos x; Yi tg “% representarão os momentos 
/1 


centrífugos parciais dos mesmos pesos (coluna 18). 
Os seus totais parciais — coluna 19 — dizem portanto respeito aos integrais 


| 
PR 3% (2 AS 
| | ds [> x2=S8) 


. Xo Xa é 


de tal modo que o valor referido na coluna 19, linha e, igual ao da coluna 18, linha f. 
| 


: ) Pixa 
diz respeito ao | asi, 
“ Xg 


Naturalmente que quando estes integrais, ou somatórios correspondentes, se esten- 
dessem a todo o arco, o valor encontrado tem de ser zero visto os eixos (z e Ux serem 
eixos principais de inércia. 


Como disse, pode haver necessidade de 


considerar no estudo dum arco os termos 
"sen? a "cos? a “sena cos 2 

Jo O 

o traçado do seu eixo assim o justificar. 

Uma integração gráfica permite encontrar, 
ripidamente, os valores procurados. 

Seja um meio arco (fig. 3) e néle uma 
direcção XX, X, perpendicular à tangente em n, 
(centro de gravidade da secção média do troço 
considerado de comprimento AS); marque-se 
sôbre X; X, um segmento 7,, de comprimento 
qualquer, que consideraremos como igual à 
unidade, 

A direcção X; X; faz com a vertical por 
n;, X, Y,, o ângulo « que a tangente ao arco, 
por n;, faz com a horizontal; o ângulo z que 
entra nos integrais. 


Sendo assim, AB==cos x, visto conside- 
rarmos x; = 1; AD=-cos” w, DU=sen'; e 
DB = sen « cos x; basta multiplicar, para 
cada secção, os valores dos segmentos AD, 


— S 
DC e DB, pelos a correspondentes para obter- 


- ç. 
) cos? a 
mos, respectivamente, os valores | ds, 
J Q Fig. 3 
"sen? a “sena cosa 

| us e | PE o ANDO 

() () 
4 ta aut N us 


Pode dispensar-se a construção gráfica sôbre o arco, desde que se considere um quarto 
de círculo, de raio CT ==1: basta tirar, por C, rectas paralelas às direcções normais às 
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e 


tangentes nas secções consideradas (AC), pelos pontos de intercepção destas rectas com o 
arco de círculo baixar perpendiculares sôbre CT e, por B, tirar uma perpendicular sôbre 
AC que determina o ponto D. 

Os valores de sen” «x, cos" « e sena; cosa;, determinam-se imediatamente; na fig. 3 a 
construção está feita para os pontos n,,N,,D,,N+,N;,N,, € n, mostrando como para o 
primeiro e último só os valores de cos” « e sen” » interessam, respectivamente, 

As colunas 20 a 28, do quadro II, permitem o cálculo rápido dos valores procurados. 

Há, naturalmente, todo o interêsse em traçar as perpendiculares ao eixo do arco com 
o maior rigor possível; o facto de na sua maioria as curvas adoptadas para o eixo serem 
circulares, elípticas ou parabólicas, permite o seu traçado com satisfatória aproximação. 

Casos excepcionais levariam à determinação das tangentes por via analítica ou, por 
outras palavras, à determinação analítica dos termos em «; é, de resto, um princípio a 
atender o ver até que ponto o érro cometido permite a integração gráfica. 

O processo seguido é, como se vê, de carácter geral para os arcos simétricos encas- 
trados, qualquer que seja a sua forma; a fig. 4 refere o traçado gráfico para um arco em 
forma de pórtico que permite a determinação de todos os valores precisos para preenchi- 


mento dos quadros I e II, que levam ao cálculo dos M, N e T pelas expressões: 


7 sy RR 
acid ' nº 110 ; 
b » ty 
ee a E ] 
| 6 , Eta 4 fu 
5 ; - o º Rs 
rip a O id 4 
ts Ts " Fo , 
a += E? . 7 e cl 
' : , 
td 
ui; id dy dy top PES pes 
35 em E copos. vo A 
£s ) 1 
2, | 
+ + 
qu. 3A o oto.o sodosnesas 
dA asian Sima as ós4a 


À 
|| 
+ 

À 

| 
| 
| 
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1) Cargas verticais 
px (Li) —(15)— | (25) 


Br + EA 


“ (S>x(B)—(19) + |(28)| 


E 


(8) x (6) — (11) 
Rk 


M=N(f—s)+4+- 


2) Cargas horizontais 
(19) — (7) >< (11) — |(28) | 


= pai | 
Bk + 1 J 

q 0x8) —(9)— 122) 
Dk + fre 

MN — 0) — 20) — (18) 


Rx 


Os termos contidos no sinal | | referem-se às funções de x, a considerar em casos 
especiais. 

Como já se disse, torna-se necessário, nos arcos muito abatidos, considerar a defor- 
mação por esfôrço cortante e, sendo assim, as o tia dos T, Ne M passam a escrever-se 


PES = (2) 


e 


E =x Ea 


Ep 
Ni (8) (13) — (19) 
l De + F; 
E Rd— o + POA 


Rx 


Desprezamos, neste caso, todos os termos em senz. (colunas 23 a 28). 


Os quadros de cálculo, tal como estão elaborados, permitem a determinação de outras 
incógnitas hiperstáticas; por exemplo: 


3) — Efeito do deslocamento dum dos encastramentos: 


Suponhamos um deslocamento da secção de encastramento, composto duma rotação A» 
e de deslocamentos vertical e horizontal, respectivamente Ax e Ay (este último medido 
no sentido do eixo (z, tomando como origem o posição de encastramento à cota ;'). 
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e — — — . — . 


Seguindo, ainda, as fórmulas citadas pelo Prof. Magnel, teremos para valores das 
reacções que nela se desenvolvem (vertical, horizontal e momento, respectivamente) : 


> E49—EAy 
es E (1 
TD? 2 con? 
/ is +| od 
E d =Ã, 
: p 
(EAs+ EÁx 
Qe = — —* EC (11) 
E” 2 em cos? & 
| ds »f ext cd 
11 | 
— “A 
l E As 
My Em =p a E um (12) 


“Tds 
F, L 
2 


Os quadros de cálculo I e Il permitem determinar estas hiperstáticas mediante as 
expressões 


à ido As 
2 


Pe=—— == —— 
Br + | 
E(o' As + Ax) 
Q=—-—1—1 — 
Di + | Pk 
| E A 
Me=—Po—p' Q + — 
> k 


Os termos contidos no sinal [ | referem-se às funções de « a considerar em casos 
especiais. 


4) — Efeito duma variação de temperatura t: 


O valor do impulso é dado por 


Sgt] 

O DD (13) 
AR) Z? q a] cos? a q 

= À pi s 

| 11 E, Ay) 


2 y 


. emma 


que permite determinar o momento em qualquer ponto do arco pela expressão 


M; = — (de Zi 
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Baseando-nos nos quadros de cálculo 1 e II podemos escrever 


E ótl 
|=——— TT 
De + | Fi 
M;==— Qux (1) 
O termo contido no sinal | | refere-se a uma função de », a considerar em casos 


especiais. 


Observe-se, ainda, que se contém nos quadros de cálculo 1 e II os termos necessários 
para a determinação de linha de influência do impulso dum arco com duas articulações, 
por exemplo, e que são dadas pelas expressões : 


Cargas verticais 


UH 


| | : 
“2 xl(o'—g *2(6'— 7)? | + Pag "2 sena cos z 
EO ral A do (= | E irao | ds 
| | 2 , | = 


(2 1) | 
WQ = ——— do (14) 


| | 


— 

* 
to 
— 


“q ;— 7 º2 | P2costa, | 
(o — Zo) | + ds— | ( ds - (9! 2) | ds — | —— ds 
S Eu “ Xo I “ Xgo “ X U pa 
CA ai iai aero: À (15) 
| 
a ] / 9 2 
ç / Cos: z 
| Sar | las] 
| U 
. nte E) . mm 9 
Os termos contidos no sinal | | referem-se às funções de «, a considerar em casos 


especiais. 
No caso de se considerar uma carga uniforme, vertical, cobrindo metade da corda 


N 
(1 —) |, ou uma carga uniforme horizontal estendendo-se na altura da flecha dum arco 


— , 


simétrico encastrado, aparecem nas expressões que permitem o cálculo das hiperstáticas no 
fecho (ver fórmulas do Prof. Magnel) alguns termos diferentes dos que constam dos 
quadros Ie II, 

Sejam, por exemplo, integrais do tipo 


| 


dd xº “a Z3 dad x27 
— 8 dm ndaAE”, 
; 1 8 


* 3 
. . x . P 
Os integrais | E ds representam momentos de terceira ordem dos pesos elús- 


“ ds e õ das z3 . 
ticos em relação ao eixo Uz; os | ds representam momentos de terceira ordem 


tam bém, dos mesmos pesos, em relação ao eixo Ux. 
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As relações 


permitem o cálculo dos momentos de terceira 
ordem pelas colunas 8$ e 14 (1, x) e 7 e 16 
(1, t. 0, &). 


RE 45 
Xº Z 
Os | a ds representam momentos está- 


me. 


ticos dum momento centrífugo em relação ao 
eixo Cz e podem ser determinados, portanto, 
combinando os valores das colunas 8 e 18 
(xÉ 9 te 9). 


b) Traçado das linhas de influíncia para 
qualquer secção do arco depois de determinadas 


as correspondentes à secção do fecho (M, N 
e T) oua qualquer outra. 


Determinadas as linhas de influência dos 
M, Ne'T (fig. 5), ou noutra qualquer secção 
distinta da do fecho, simples relações estáticas 
permitem a determinação das linhas de influên- 
cia para as secções restantes; o seu cálculo é, 
porém, deveras trabalhoso e, mesmo quando 
organizado segundo a mecanização proposta 
por Magnel, não conseguimos fugir a centenas 
e centenas de operações: num arco dividido 
em 20 secções teríamos de realizar mais de 
1700 contas entre multiplicações e adições para 


encontrar todos os M,, N,; e TT, procurados. 

Vamos ver que um simples traçado grá- 
fico resolve completamente o problema, na sua 
maior generalidade, 

Suponhamos que queremos determinar 
| as ordenadas das linhas de influência dos M, 

Fig. 5 Ne 'T nasecção v quando a carga unitária 
actua na secção X (fig. 6). 

O facto de conhecermos previamente as linhas de influência numa secção qualquer, 
permite-nos o traçado das reações para P--1 actuando em X e, consegiientemente, a 
resolução do problema ("). 

De facto, se «Ne ,I são conhecidos para a secção do fecho quando P = 1 actua na 
secção X (ordenadas medidas nas linhas de influência da fig. 5), conhecemos a direcção R. 


da reação do encastramento esquerdo bem como o seu valor R. (fig. 6): tudo se resume 
a uma simples composição vectorial que permite, igualmente, a determinação da direcção, 


grandeza e sentido da reacção do encastramento direito (Ry e Ra). 


(!) Adoptam-se as seguintes notações — Para os M, N e 'T (ordenadas das linhas de influência) um indice à 
esquerda indica o ponto de aplicação de P = 1; um indice à direita indica a secção a que as hiperstáticas se referem ; 
a ausência do índice à direita diz respeito às hiperstáticas no fecho. Por exemplo: «M indica o valor do momento no 
fecho quando P = 1 actua na secção X ; xMy indica o valor do momento na secção Y quando P =1 actua na secção X. 
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A posição do funieular vem marcada pelo conhecimento do valor de 


que permite a determinação dum ponto de passagem a da linha de acção da reacção 
esquerda, por exemplo. | 

As ordenadas das linhas de influência dos ,M,, N, e JT, (na secção Y para P=1 
actuando em X) determinam-se, agora, imediatamente: basta traçar uma circunferência 


Fig. 6 
(fig. 6) de diâmetro R, e pelo ponto P, (intercepção dum diâmetro paralelo a R,), tirar 


uma recta Y Y paralela à normal à tangente ao arco em Y, unindo, depois, o ponto de 
intercepção Y,, desta parelela com a circunferência, ao ponto P,. 


P,Y,eP,Y, medem, à escala de R., os valores de Ne T,, respectivamente. 


Porque se conhece, pelo traçado do funicular (R. 1 R4) o valor de ,e,, ficamos a 
conhecer cê . | 
E, SS 


Para qualquer outra secção Z (de |M,--O, por ser (e,—-0) a construção é semelhante. 
Como se vê êste processo de determinação gráfica dos elementos de redução da solici- 
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QUADRO I 


Cálculo dos momentos estáticos, de inércia e centrifugos d 


9 IO [a 12 | 13 | 14 I5 
Momentos estáticos Momentos estáticos Momentos de inércia 
(lixo Uz) (Bixo Cx) | (Eixo Cz) 
te 9 Parciais Totais parciais Parciais Totais parciais | Parciais | Totais parciais 
| ] | 1 | RB no q 1 
| pa | “a POC |) va a? 
M; A = | ds Mmtgh | C=| ” ds ! ) Bp=[ *as 
“& Eu | | | “ Xa | | | i |  %g I 
E EE | 
| iq? | 
| — y lá == — | 
te 4 | (D--B). E — (2). Ma to 94 Ma te MY | A E l, 
à “É 
| hai | mo 
tg 9 (2)— (3). (D=-3).H Mia tg 9a ei te 4 ca Ly + Io 
| os à | Mo 
| FA —. : É as 
te Ja | (5) — (4) 5 14 for (1) — (4) EH My tg Dg > dh; te 0; |) | IF + Lo + I, 
SEE (E E NS 
| | | E PIE 
te 04 B-D.H | D=B.B (NS 


(1) — (6). 


